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Préface 


Pourquoi publier un nouveau manuel? Après tout, au cours des dix 
et même des vingt dernières années les programmes ont peu changé : 
tout au plus un chapitre un peu marginal se trouve-t-il parfois ajouté, 
parfois supprimé. Dans l'ensemble ce que doivent, ce que peuvent 
apprendre étudiantes et étudiants durant leurs deux premières années 
à l'université demeure à peu près stable. 

Mais tout le reste est profondément modifié. La société d'aujourd'hui 
ne ressemble plus à celle d'hier, les lycées et leurs élèves ont changé, 
et aussi leurs professeurs. L'enseignement dans les universités lui non 
plus n'est pas resté figé. 

Cette évolution, d'ailleurs preuve de vitalité, doit se traduire aussi dans 
les ouvrages proposés à celles et ceux qui abordent maintenant les études 
universitaires : le public d'aujourd'hui mérite des livres qui ont été écrits 
pour lui, par des auteurs qui ont suivi et qui ont compris son évolution. 

Telle est l'ambition de cette collection de premier cycle de mathé¬ 
matiques confiée à François Liret et Dominique Martinais qui apporte 
à ses lecteurs non seulement une présentation impeccable plaisante à 
l'œil et donc facile à lire, mais surtout le fruit d'années d'expérience et 
de réflexion sur la manière de rédiger un texte scientifique, sur l'impor¬ 
tance respective de la présentation des oufi/s qu'ils devront apprendre 
à manier, des démonstrations qui sont l'âme des mathématiques et des 
explications indispensables à la compréhension de celles-ci. Le cours est 
illustré d'exemples et d'exercices judicieux, qui apporte aux lecteurs 
tout ce qui leur est nécessaire pour réussir pleinement leurs études. 


Michel Zisman 

Professeur émérite de l'université Paris 7 - Denis Diderot 


siqmakMtMb.bloflscot.com 
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Avant-Propos 


Nous avons voulu que ce cours de première année reste élémentaire 
et que les résultats en soient démontrés soigneusement. L'exposé est 
en général très détaillé : nous espérons qu'il permettra aux étudiants 
d'apprendre à raisonner. Nous avons également tenu à présenter les 
algorithmes de calcul qu'il est nécessaire de pratiquer et à mettre en 
évidence des conseils pour chercher les exercices. Lorsque dans le texte, 
l'un des mots théorème, proposition ou corollaire est souligné, c'est 
qu'il s'agit d'un énoncé important. 

Puisse ce manuel aider les étudiants dans leur apprentissage des 
mathématiques. 

Nous devons un grand merci à Michel Zisman qui nous a patiem¬ 
ment relus et dont les conseils et nombreuses suggestions nous ont été 
très utiles. Merci également à Alberto Arabia qui a mis son talent et 
sa compétence en informatique au service de la mise en page. Enfin 
nous remercions Anne Bourguignon qui s'est chargée avec efficacité de 
l'édition de ce livre. 

Les auteurs 


Cette présente édition est l'occasion de préciser ou de simplifier le cours 
et d'y ajouter commentaires, exemples et exercices traités. De nouveaux 
exercices d'entraînement, avec indications de solutions, sont aussi 
proposés. En arithmétique, nous avons introduit la fonction indicatrice 
d'Euler et en analyse, la notion de longueur d'un arc paramétré. 

Plusieurs collègues et amis nous ont suggéré des améliorations et 
permis de corriger des fautes, nous les remercions vivement. 
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Chapitre 1 

S'exprimer 
en mathématiques 


Sous leur apparente diversité, les expressions employées en mathématiques se classent 
en quelques types réservés à des situations logiques précises. Quant aux raisonne¬ 
ments mathématiques, même les plus complexes, ils consistent en un enchaînement 
de déductions obéissant à un petit nombre de règles. 


Les énoncés 

La plupart des phrases que l'on rencontre dans un livre de mathématiques concernent 
des objets mathématiques. Les phrases qui ont pour but de définir de tels objets, ou bien 
d'en affirmer des propriétés, ou simplement de les introduire s'appellent des énoncés. 

Voici des exemples d'énoncés. Nous convenons qu'un entier positif n'est pas nul. 

(1) Le nombre - est un entier positif. 

(2) Soit x un nombre réel strictement positif. 

(3) 11 existe un entier naturel plus grand que 2 1K1 . 

(4) Posons a — f Q e^dt. 

(5) Si n est un entier relatif, alors 16n 2 - 48n + 33 est un entier positif. 

(6) Si x est un nombre réel, le plus grand des nombres x et -x s'appelle la valeur 
absolue de x. 

(7) Notons I l'intervalle [0,1]. 

(8) Si n est un entier positif, alors n est impair ou n(rH-2)(n + 3) est multiple de 4. 

(9) Pour tout nombre réel x tel que x 2 > 2, on a x > 1. 

(10) Si x est un nombre réel, la valeur absolue de x se note |x|. 
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Certains énoncés 3 nroposioons. 

A |5l 181 * W *’"' ^ P , de « donner un objet mathématique, en l'in trodui 

Un énoncé comme 

e„ général par le mol • ^ objet (la valeur absolue d'un nombre 

L'énoncé (6) définit un (e| ^ncé s'appelle une définition 

Dans un livre de ma indiquent simplement que l'on te 

Enfia « V 3 - “ZZSlîS* précédemment défini : ce sont des 
désigner par ^ introduite par l'un des mots - posons » ou « notons. 

Unenotarionestlepiuf*^» 

le» proposition* 

Elles sont coordonnées par des conjonctions comme - donc », « d ou . par Süife . 
!Tr conséquent -, - car», - puisque , » si et seulement s. », ou par des expressions 
^rnme *il s'ensuit -, - on en déduit-, « U vient», «on obtient*, ou simplement 

- on a-, ou encore par l'expression - si , alors ... ». 

Certaines propositions sont des expressions mathématiques écrites^sous forme pure¬ 
ment symbolique, comme par exemple \/6 < 5/2, ou encore sîn t dt = 2. Ces 
propositions n'étant pas des phrases, on doit les employer en utilisant des formes 
grammaticales correctes, notamment en ce qui concerne les verbes. Par exemple, 
il convient d'écrire « puisqu'on a 6 < 25/4, on en déduit \/6 < 5/2 » et non pas 

- y/6 < 5/2 car C < 25/4 ». Cependant, pour ne pas alourdir le style, des libertés 
sont permises, à la condition expresse qu'elles ne nuisent pas au sens. L'expression 

- cm a y/6 < 5/2 car 6 < 25/4 » est ainsi permise, bien qu'elle soit incorrecte selon 
les règles de la grammaire française. 

Une proposition est soit vraie, soit fausse 
et elle ne peut être à la fois vraie et fausse. 

a proposition {1 ) est vraie, ainsi que (3). La proposition (5), du type « si , alors ... -, 
^ commuée de deux propositions. U première est la proposition P : « n est un entier 
proposition la P ro P ositio '’ Q ■ « 16n 2 -48n + 33 est un entier positif ». La 

Cette proposition (si °? ^ ■’ affirme t P Je si p «*» vraie, alors Q est vraie également. 

U Drooos, Vfaie ' de méme <1ue U proposition (SI qui est du même type. 

—■ - - «* pourrai* a^ 

3 1 > 1 -• Cette praD0 . lt ,2 * Sl 1 **' un nombre réel tel que x 2 > 2, alors on 
^ 'tnctempn» ^ fausse : en effet, -2 est un nombre réel (~ 2 ) 2 


t ' tnftemem Plus grand 


que 2 et -2 nest pas strictement plus grand que 1. 




Voici les opérations que l'on peut effectuer avec des propositions. 

La fléaation. Affirmer que la proposition P : « y/2 n'est pas un entier naturel ** 
est vraie, c'est exprimer que la proposition Q : * s/2 est un entier nature » n e* 
pas vraie, c'est-à-dire que la proposition Q est fausse. On dit que P es a n g 
de Q , ce qui se note P = non{Q). 

De manière générale, si P est une proposition, alors une et une seule des proposi 
tions P ou non(P) est vraie et l'autre est fausse. Par suite, les propositions P e 
non(non(P)) sont toutes les deux vraies ou bien toutes les deux fausses. 

l/opération « ou ». Soit la proposition suivante, où n et p sont des entiers relatifs . 

R\ «np est pair ou n 1 - p 2 est multiple de 8 ». 

Cette proposition est du type (P ou Q), où P est la proposition « np est pair » et 
où Q est la proposition « n 2 - p 2 est multiple de 8 ». 

Par définition, une proposition de la forme (P ou Q) est vraie si l'une au moins 
des propositions P ou Q est vraie. Par exemple, si les propositions P et Q sont 
vraies toutes les deux, alors (P ou Q) est vraie aussi. Si P et Q sont fausses toutes 
les deux, alors la proposition (P ou Q) est fausse. 

Revenons à notre exemple et choisissons n = 5 et p = 3. Alors le proposition » np est 
pair» est fausse et la proposition » n 2 - p 3 est multiple de 8 » est vraie, donc « est 
vraie lorsque n = 5 et p = 3. Si n = 5 et p = 2, la proposition « n 2 - p 2 est mulbple 
de 8 » est fausse et la proposition « np est pair» est vraie, donc « est vraie. Lorsque 
n = 6 et p = 2, chacune des deux propositions « np est pair » et - n - r multiple 
de 8 » est vraie, donc R est vraie aussi dans ce cas. Nous montrerons au paragraphe 2 
qu'à chaque fois que l'on choisit des entiers relatifs n et p, la proposition R est vraie. 

L'opération «ot». Considérons la proposition suivante, où x est un nombre réel : 


Cette proposition est de la forme (P et Q) où P est la proposition « x est strictement 
positif » et où Q est la proposition « x 2 + 3x - 4 est strictement négatif ». 

Par définition, une proposition de la forme (P et Q) est vraie si les propositions P 
et Q sont toutes les deux vraies. Si la proposition P est fausse ou si la proposition 
Q est fausse, alors la proposition (P et Q) est fausse. 

Puisqu'on a x 2 + 3x - 4 = (x- l)(x + 4), la proposition « x 2 + 3x - 4 est strictement 
négatif » est vraie si et seulement si le nombre réel x vérifie les inégalités -4 < x < 1 ; 
la proposition R ci-dessus est donc vraie si et seulement si l'on a 0 < x < 1. 

L'implication. Si P et Q sont des propositions, la proposition » si P, alors Q » 
exprime que si P est vraie, alors Q est vraie aussi. Les propositions de ce type sont 
tellement utilisées qu’on leur a donné un nom : on les appelle des hnptications. La 


U LES ÉNONCÉS à 


sigmakMfMt), Mfigsp9t.com 







, ,, ,| lir> (i » peut ju»i s'exprimer p.ir . P implique Q . uu encor* 

proportion • si i • * HJrî ’ * r* 
p 4 r */’d*»nc 

. >n . ]U( , )es propositions r Cl Q M.nt de symbole» mathématique», „ 

J„en, dan» « cas. on peu! utiliser le signe => qui se lit . implique .. ou «ncui* 
.entraîne - et Ton écrit >' * Q pour exprimer que la proposition P implique U 
proposition Q 

Uua de* exemples de formulations d'implication : 

„ S1 „ Mt un entier positif, alors n J n est multiple de 3 
» n es! un entier positif implique que ri 3 - n est multiple de 3 

► (i < 25/4 =* v fî < 5/2 

„ i appartient à l'intervalle | - 1.1[, donc x J + Xr - 4 est strictement négatif 
- /€)-£», -4[»> ^ + 3^-4 >0. 

Si /’ et Q sont des propositions, alors la proposition (P => Q) est vraie seulement 
dans l'un des cas suivants : ou bien P et Q sont vraies, ou bien P est fausse. Ainsi 


La proposition {P Q) esi vraie si et seulement si 
la proposition (non(P) ou C^) est vraie. 


En particulier, si la proposition P est fausse, alors la proposition (P => Q ) est vraie. 

L'équivalence. La proposition ({P=*Q) et (Q=>E)) se note P<=>Q. Le signe se 
lit « équivaut à » ou « si et seulement si ». Si P et Q sont des propositions vraies, alors 
la proposition (P & Q) est vraie; si P est vraie et Q est fausse, alors la proposition 
{P Q) est fausse et de même si P est vraie et Q est fausse. Si P et Q sont des 
propositions fausses, alors la proposition (P Q) est vraie. Lorsque la proposition 
\P**Q) est vraie, on dit aussi que les propositions P et Q sont équivalentes. Par 
exemple, lorsque z et z' sont des nombres complexes, on a l'équivalence 

zz f = 0 «=> (2 = 0 ou z! — 0). 

Si r est une proposition, alors P et non(non(P)) sont équivalentes. De plus, si P, 
W ci H sont des propositions, on vérifie que l'on a les équivalences : 

noii(P ou Q) <=> (uoii(p) et nou(Q)) 
iion(P et Q) *=> {iion(p) ou uon(Q)) 

(P ou (Q et R)) *=> ((P ou Q) et (P ou R)) 

(/■ « (Q ou R)) 4=> ((/> et Q) uu {p ((t R)) 
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Tris souvent, une proposition est vraie ou fausse selon les . valeur». que prennent 
certaine» -vanable*-. Par exemple, nous avons vu que lorsque r es, un nombre 
réel la proposition ** + 3x - 4 < 0 n'est pas toujours vraie : elle ne l'es, que lorsque 
1 “* Un nUm ^' a PP arl cnant à l'intervalle J-4,1(. De même, il peut être utile 
d'affirmer que l'on peut trouver un nombre réel x tel que jr 5 + x - I = 0. 

Pour préciser ces différente cas de figure, on dispose des expressions - pour tout, 
ou bien « quel que soit - qui ont le même sens, et aussi de l'expression « il existe ». 

L'expression « pour tout » 

Pour exprimer que l'on ax 2 + 3x-4<0à chaque fois que x est un nombre de 
l'intervalle )-4,l[, nous dirons «pour tout nombre x appartenant à |-4,i[, on a 
j2 + - 4 < 0 » ou bien «quel que soit le nombre x appartenant à J-4, lf, on a 

J* 2 + &r “ 4 < 0 ». Puisque cette proposition est vraie, la proposition « pour tout x 
appartenant à )-2,1(, on a x 2 + 3x - 4 < 0 » est vraie également. Mais la proposition 
« pour tout x appartenant à |0,3[, on a x 2 + 3x - 4 < 0 » est fausse : en effet, le 
nombre 2 appartient à ]0,3( et le nombre 2 2 + 3 x 2 - 4 n'est pas strictement négatif. 
Lorsqu'on veut exprimer par des symboles mathématiques une proposition qui 
commence par l'expression «pour tout., on utilise le signe V, qui se lit «pour 
tout » et le signe Ç, qui se lit «appartient à * et qui affirme qu'un élément est dans 
l'ensemble considéré. On écrit x€ ]—4,1[ pour signifier que le nombre réel x satisfait 
les inégalités -4 < x < 1 et notre proposition se formalise de la manière suivante : 

VxeJ-4,l[, x 2 + 3x - 4 < 0. 

Plus généralement, supposons que P est une proposition qui dépend d'un objet 
appartenant à un certain ensemble E. La proposition (Vx € E, P) est vraie si et 
seulement si P est vraie à chaque fois que x est un élément de l'ensemble E. 
Pour que la proposition (Vx € E, P) soit fausse, il suffit de trouver un élément x 
appartenant à E pour lequel la proposition P est fausse. 

L'expression « il existe » 

Supposons que l'on veuille affirmer la possibilité de trouver un nombre réel x 
vérifiant la propriété x 2 + 53x - 231 = 0. Nous dirons « il existe un nombre réel x 
tel que x 2 + 53x - 231 = 0 ». En fait, il est facile de calculer deux nombres réels 
ayant cette propriété; mais pour être assuré que la proposition précédente est vraie, 
il suffit de trouver l'un de ces nombres, ou bien sans faire de calculs, d'expliquer 
pourquoi il est possible d'en trouver un (le discriminant du trinôme est positif). 

On peut employer le signe 3, qui se lit « il existe », pour formuler par des symboles 
une proposition commençant par l'expression «il existe». Par exemple, on écrit 

3x € R, x 2 + 53x - 231 = 0. 
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due P est une proposition qui dépend d'un objet 
D’une façon générae, suppo*» proposition (3x Ç E, P) est fausse si et 

appartenant » un Z le* évents de £. 

seulement si la proposition / est musse 


ration * lu proportion (V* « X « “* ^ proposiHon {3s 6 £■ non(P))7j 

lja opérations précédentes permettent de former des propositions assez complexes 

ft néanmoins utiles. Voici des exemples de propositions vraies. 

- Si a et f> sont des nombres réels tels que n ï 0 ou b ? 0, alors l'équation 
j3 + jbs - a 1 = 0 possède deux solutions réelles distinctes. 

. Il existe un entier naturel p tel que l'on a 2" > n 13 pour tout entier naturel » 
plus grand que p. 

* Pour tout entier relatif a, il existe des entiers relatifs q et r tels que a = 5ç + r 
et 0 $ r <5. 


Les signes <=>, V, 3 ne s'emploient que dons des formules. < 

Dans un livre de mathématiques, les propositions à retenir sont en général intro¬ 
duites par le mot Proposition. Certaines propositions particulièrement importantes 
sont signalées par le mot Théorèmo. Un Corollaire est une propriété qui résulte 
facilement d’un théorème ou d'une proposition précédente. Un lemme est une 
propriété dont on a besoin pour la suite et qui mérite d'étre mise en évidence. 


2. Le raisonnement 

Pour affirmer qu'une proposition Q est vraie, on fait un raisonnement ou une 
démonstration Pour cela, on utilise des propositions que l'on sait déjà être vraies et 
l'on en déduit la proposition Q grâce à un petit nombre de règles de raisonnement. 


U raisonnement direct 

Si la proposition P est vraie et si la proposition (£=><?) est vraie, alors la propo 
V est vraie. En effet, supposons que les propositions P et IP => Q) sont v 
Puisque la proposition (P=sÇ) est vraie, c'est que la proposition P est fausse ou 

pa, !irrr , PetQ “ m ,ou,es ies deu * v,aies; p**** p *** p 

a proposition Q est vraie. Voici le schéma de cette déductit 
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Quelquefois, la proposition (P =* Q) aura été démontiée dans le cours sous forme 
d'un théorème ou d'un corollaire. Dans ce cas, il suffit de citer le résultat en question 
pour être assuré que P implique Q. Mais souvent, il faudra démontrer que la 
proposition (P => Q) est vraie. Pour cela, on fait l'hypothèse que la proposition P est 
vraie et l'on démontre que la proposition Q est vraie. Une démonstration de {P=>Q) 
est introduite par I expression « Supposons P » et se termine par « donc Q <*, 

Pour démontrer une proposition de la forme « pour tout x £ E, Q », on se donne 
un élément quelconque x appartenant à l'ensemble E et l'on démontre que la pro¬ 
position Q est vraie pour cet élément x. La démonstration débute par l'expression 
« Soit x un élément de £ » ou bien par « Soit x € E » et se termine par « donc Q ». 

I Example* Démontrons la proposition (5) du paragraphe 1, qui est de la forme 

pour tout entier relatif n, 16n 2 - 48n + 33 est un entier positif. 

Soit n un entier relatif. Puisqu'un produit, une somme et une différence d'entiers 
relatifs sont des entiers relatifs, on en déduit que 16n 2 -48n +33 est un entier relatif 
D'autre part, on a l'égalité 16n 2 -48n+33=4(2n-3) 2 -3. Puisque n est un entier relatif, 
2n - 3 est un entier relatif différent de 0, par suite on a |2n -3| ^ 1, d'où (2n - 3) 2 > 1. 

Il s'ensuit que l'on a 4(2 tï — 3) 2 -3^4-3=1, donc !6n 2 -48n+33 est un entier positif. 

On a ainsi démontré que pour tout entier relatif n, 16n 2 -48n + 33 est un entier positif. 

Pour démontrer une proposition de la forme « il existe x £ E, Q », le plus direct est 
d'exhiber un élément de l'ensemble E pour lequel la proposition Q est vraie. Mais 
quelquefois, il n'est pas possible de calculer explicitement un tel élément. Dans ce 
cas, il faut penser à appliquer un résultat du cours affirmant qu'un tel élément existe. 
Par exemple, pour démontrer qu'il existe un nombre réel x tel que x 5 = 1 - x, on 
cite un théorème sur les fonctions continues (voir le chapitre 5 du tome d'analyse). 

Le raisonnement cas par cas 

II s'applique lorsqu'on veut démontrer une implication de la forme ((P ou Q)=>R ). On 
distingue deux cas : ou bien P est vraie et il faut démontrer qu'alors R est vraie, ou bien 
Q est vraie et il faut démontrer qu'alors R est vraie. La structure du raisonnement est 

premier cas : supposons que P est vraie ..., donc R 
second cas : supposons que Q est vraie ,., donc R. 
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|,«ppl. t. Dfcnond— que pour .ou. nombre réel x. on x |* - 2| < x’ - & + j 

Soit J- un nombre réel 

Prender-?: 02.11 Vient \t-1-z-** 

- , , ! 3\ J , H > Il 

j‘--U + 3-k-2| = x -3x + 5 = (x 2 J + , ^ 4 . 

done j 3 2-r + .1 - k - 2| > 0 f’ jr conséquent, on t |x - 2| < x* - 2x + 3. 

Seco nd c« : x < 2 Dans ce cas, il vient |x - 2| = 2 - X et 

x î -2xf3-|x-2|=x î -x + l = (x-.j) +;j 

donc r 2 - 2x + 3 - |x - 2| > 0. Par suite on a Jx - 2| < s 2 - 2x + 3. 

Nous avons ainsi démontré que l'inégalité (a* - 2| < x 2 - 2x + J est vraie quel que 
soit le nombre réel r- 


Exemple 2. Démontmns que si n et p sont des entiers relatifs, alors np est pair 
ou n 2 - p 2 est multiple de 8. 

Soient n et p des entiers relatifs. 

Premier cas : l'un au moires des entiers relatifs n ou p est pair. Dans ce cas, le 
produit np est pair. 

Second cas : n et p sont tous les deux impairs. Alors il existe des entiers relatifs k 
et t tels que n = 2k + 1 et p = 2( + 1. 11 vient 

n 2 - / = 4Jt 2 + 4k + 1 - 4( 2 - A( - 1 = 4(k(k + 1) - i(f + 1)). 

Puisque k et k + I sont des entiers relatifs consécutifs, le produit k(k + 1) est pair. 
Il en est de même du produit ((( + 1). Il s'ensuit que k(k + 1) ~ ((£ + 1) est pair, 
par suite l'entier relatif ri 2 - pr est multiple de 8. 

Puisque l'on se trouve toujours dans l'un des deux cas ci-dessus, on a ainsi démontré 
que pour tous entiers relatifs n et p, np est pair ou n 2 - p 2 est multiple de 8. 

L# raisonnement par contraposée 

Il « agit d'une règle de raisonnement permettant de démontrer qu'une itnplica- 
NH,om " la p " ,posi,ion (/ ^ y) et * ia proposi,ion 

(a ° n<P> OU Q) « " P ro P osi,ion B es. équiva- 
U P,0pW,tl0n " <• de la proposition 4. 


• *«««*.«. WMATHéMATRJl.E» 


Raisonner par contraposée pour démontrer que A est vraie, c'est démontrer que D 
est vraie. Pour cela, on fait l'hypothèse que tiou(Q) est vraie, autrement dit que Q 
est fausse et l'on démontre que non (P) est vraie, c'est-à-dire que /> est fausse. 

Estmpla. Soient ret, des nombres réels. Démontrons que si x et y sont 
différents, alors les nombres (x + \){y - 1) et (x - 1 )(y + 1) sont différents. Il s'agit 
de démontrer l'implication 

(* * y) => ((x + i)(y -1) ^ (X -1 Mv +1)). 

Il revient au même de démontrer la contraposée de cette proposition, c'est-à-dire de 
démontrer l'implication 

((* + l)<ÿ - 1) - (* - l)(y + I)) => ( x = y). 

Supposons l'égalité (x + lj(y - 1) = (x — l)(y+ 1) vraie, c'est-à-dire supposons que 
l'on a xy — x + y- l = xy-fx-y-l. En simplifiant par xy -1, il vient -x + y = x - y, 
d'où 2(x -y) = 0. On en déduit x - y = 0, ou encore x = y. 

Le raisonnement par l'absurde 

Pour démontrer l'implication {P=>Q) en raisonnant par l'absurde, on fait les hypo¬ 
thèses que P est vraie et que Q est fausse; on cherche alors une proposition A qui 
sous ces hypothèses, serait à la fois vraie et fausse, ce qui n'est pas possible : on dit 
que c'est une contradiction ou que c'est contradictoire. Les deux hypothèses P vraie 
et Q fausse ne peuvent donc pas être vérifiées en même temps. Cela signifie que 
l'une des deux au moires n'est pas vraie, autrement dit P est fausse ou bien Q est 
vraie. Cette affirmation exprime exactement que l'implication (P (?) est vraie. 

Si au cours de la démonstration de ( P=>Q ) en raisonnant par l'absurde, vous ne vous 
servez pas que P est effectivement vraie, c'est qu'il fallait raisonner par contraposée. 

Exemple. Démontions, en raisonnant par l'absurde, que si n est un entier positif, 
alors n 2 A -1 n'est pas le carré d'un entier naturel. Supposons que n est un entier positif 
et que n 2 + 1 est le carré d'un entier naturel n. On a alors n 2 +1 -a 2 , donc a 2 -n z = 1, 
c'est-à-dire (a - n)(a + n) = 1. Puisque le produit de ces deux nombres est égal à 1, 
a + n est différent de 0. Or a + n est un entier relatif et puisque nous avons supposé a 
positif ou nul, on a a + n > n > 0 et donc a + n est un entier positif. Il s’ensuit que ci - n 
est un entier positif. Un produit d'entiers positifs n'est égal à 1 que si chacun d'entre 
eux est égal à 1. On en déduit a - n = 1, ou encore a = n+1 11 vient a 2 = n 2 +2n +1 et 
a 2 = ri *+1, d'où par soustraction 2n=0. Puisque n est positif, cela est une contradiction. 
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. —«,«>» por récurrence 

L« rai*° nneW pour lout entier n supérieur ou égal J, „ 

Soi. « un entier nature-' S“PP “ de # et qui l est donr commode de noter .* 
ayons défini une propriété qui F* 

^ „.«• Si la propriété S» «/ vraie et si poer tout entier ^ 
Principe de ^rrence. a/ors la propriété . est ir Ql/ 

. • He récurrence fait partie des propriétés caractéristiques de l'easembl. 
Le principe ,cvw ' 
des entiers naturels. 

Exemple I. Démontrons que pour tou, entier naturel s, on a l'inégalité 2" > „, 
en raisonnant par récurrence. Soi, * la P"P"*« : 2 > «• 

On a 2° = 1 et I > 0, donc la propriété -K est vraie. 

H . suoDusons la propriété vraie et démontrons la propriété 
a»'* " no*"" - '"' 1 = 2" x 2 = 2” +2". Par hypothèse, on a l’inégalité 2" > n. On en 
déduit l'inégalité 2*“ > « + 2". Puisqu’on a 2" ? 1, il vient 2"* 1 > n + 1. 

Nous avons ainsi démontré que pour tout entier naturel n, l'implication (.*•„=* 
est vraie. Puisque la propriété d»o est vraie, le principe de récurrence affirme que 
l'inégalité 2 n > n est vraie quel que soit l'entier naturel n. 

Exemple 2. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, posons 
5„ = lx2 + 2x3 + - + (n-l)xn. 

Le signe • • signifie que 5„ est la somme des n - 1 premiers produits de deux 
entiers naturels consécutifs, depuis 1x2 jusqu'à (n - 1) x n. Démontrons que 1 on a 
S n = -n(n - l)(n + 1) pour tout entier naturel n £ 2, en raisonnant par récurrence. 


Soit af n La propriété : S n 


_ 1 


3 n( " 


- l)(n + 1). La propriété Jfy est vraie car on a 


’ r ' , ’ 3. 

= 1 x 2 = 2 et i x 2(2 - 1)(2 + 1) = 2. Soit n un entier naturel supérieur ou 

égal à 2. Supposons la propriété dP n vraie et démontrons la propriété dP n +i- ? ar 
hypothèse, on a l'égalité S n ~ £n(n - l)(n -f 1). D'autre part, par définition, nous 
avons S n+ 1 = S n + n(n -f I), donc il vient 

c . n(«-I)(» + l) . , ft(n-l)(n + l) + 3n(n + I) 

*---+ n(n + IJ =* —------ 

1 3 

_ n(w + l)(n - 1 + 3) _ n(n + l)(n + 2) 

3 3 

4 " ( " + l)<n + 2) * (n + l H(« + 1) - I)((n + 1) + 1), U propriété .Kn « ( 
OUS avons ainsi démontré que pour tout entier naturel n supérieur ou égal > 


» HXMIIMH, eh MATHtMATttJUi» 


<’HAH 1 


2, l'implication (.^ n =>&n+]) est vraie. Le prinripe de récurrence affirme que l'égalité 
;= ^n(n “ l)( n + 1) est vraie pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2. 

| Exempta 3. Démontrons, en raisonnant par récurrence, que pour tout entier naturel 
n supérieur ou égal à 5, on a l'inégalité 2”>n 2 . Soit *f n la propriété : 2 n >n 2 . On a 2 5 = 
32 et 5 2 = 25, par suite la propriété est vraie. Soit n un entier naturel supérieur ou 
égal à 5. Supposons la propriété vraie et démontrons la propriété • Puisqu'on 
a 2"+ 1 ~2 n +2" et 2" >n 2 par hypothèse, on en déduit 2 n+I >2n 2 . D'autre part, il vient 

2n 2 - (n + l) 2 = n 2 - 2n - 1 = (n - l) 2 - 2. 

Or on a n 2 5, donc a fortiori 3. Il s'ensuit n - 1 ^ 2, puis (n - l) 2 ^ 4. On en 
déduit 2n 2 > (n + l) 2 et donc 2 n+l > (n + l) 2 . Nous avons ainsi démontré que pour 
tout entier naturel n supérieur ou égal à 5, l'implication (d*„ =* ^ n +i) est vraie. Le 
principe de récurrence affirme que l'inégalité 2" > n 2 est vraie quel que soit l'entier 
naturel n supérieur ou égal à 5. 

Remarqua 

Dans l'exemple 3, nous avons démontré que l'implication {f? n =**^n+i) est vraie pour 
tout entier naturel n supérieur ou égal à 3. Mais les propriétés et 3% sont fausses. 

Exemple 4. Soit (u„)„eN la suite d'entiers naturels définie par tio = 1, «i = 3 et 
= 4u„ +U„ T I quel que soit n€N. Démontrons, en raisonnant par récurrence, que 
pour tout entier naturel n, on a «„ *S3 n . Soit dé„ la propriété : ti„ sÇ3" et u„., si3"' . 
Puisqu'on a uo = 1 et u, = 3, la propriété est vraie. Soit n un entier naturel. 
Supposons que la propriété est vraie. On a alors 

u n+ 2 = 4u„ + Ufi+i ^ 4 x 3 n + 3 n+1 par hypothèse 
< 3” + 3 x 3 n + 3 n+1 
^ 3 n+I + 3 n+l + 3 n+l car 3" ^ 3 n+l 


$3x 3 b+i , 

t-à-dire Unt3 < 3 n+1 . Nous avons ainsi démontré que pour tout entier naturel», 
iplicaüon (A ^ 
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(2-r‘* + 5* - 12 <0 oU J + •*•'' + 2 >0 ) 

est-elle vraie ? 

1 . Trouver tou* I» nombre, réels * tels que /F73 > i + 1. 

J Trouver tous les couples (,.,) Je nombres réels tels que 

fzfr^ f-D-O 

\ uU + y + 0 * 

4 . Pour tout entier positif n, notons a n b somme des n premiers carrés d'em^ 
positifs, de sorte que l'on a «t « I 2 , *3 = 1 * + 2 3 , « 3 = 1 +2 + 3 et plus généraleme^ 

«„ = l a + 2 2 + ••• + n 2 - 

n(n + l)(2r* + 1) 

Démontrer que pour tout entier positif n, on a /»„ = ---* 

3. On définit la suite (/„)„>0 de fonctions polynômes de la manière suivante : 

Ml) = 2, /i(xj = x et /» + ï(x)=i/n+i(i)-/»(j) 
pour tout nombre réel jr et pour tout entier naturel n. 

<»l Calculer / a (x) et /j(x). 

b) Démontrer que pour tout entier nature] n et pour tout nombre réel x non nul, on a 
/.(x + i)=x" + i. 

6. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses? Justifiez votre réponse en 
faisant une démonstration. 

oj Vx ç R , (x « |x| ou x = — |xj ). 

bï (Vx e R , x » |xf) ou (Vr Ç R . x = -|x|). 

d Vx Ç Z , 3y ç Z , y - X 4- x 2 < 0. 

Jl 3y € Z . Vx Ç Z , y - x + x 2 < 0. 

•|3»€Z,Vx€Z,yxq.x 2 >0. 

7 . Pou, tou, entier naturel a, on définit les proposions suivantes : 

P(«J : (V J€ R, z a + 2„ + >U 0)=*(V,eR. I 2 + 2s + 3>a) 

QM :V»6R. (^ + 2.^ + 8ïO= >J J + 2x + 3ÿ, J ). q 

ue la proposition __^ 


- *. V WS. fl., w , _ _ ,^ „ 

- O PTOMIui ^ ^ ^ , 

» * «eiUMBB EN MATHCHATIqvcs C, w , 


J. Si z est un nombre réel, la punie enliàr de x. notée E(x), es, le plus grand entier ,n/é- 
rieur ou égal à x ; cet entier est caractérisé par la double inégalité E[x) <x< E{x) + 1. 
Soit n un entier au moins égal à 2. 

o\ Montrer que l'on a E(x + ]) « £(x) + j po ur tout nombre ^ x 
b) Pour tout nombre réel x ^ 0, posons 

/(x) = £(x) + £(x + *)+£:(* + 2)+ •• + £(*+»=J) rt 9 (x) = £(„.,). 
Montrer que l’on a / (z + i ) _ g ( x + i ) - /( x ) _ s (j). 
d On suppose 0 ^ x < 1/n. Calculer /(x) et g[x). 
d) Soit a un nombre réel positif ou nul. Montrer que l'on a 

E(na) = £(u) + e(h + i) + e(u+ 2J + • +£^a+ ■ 

Quelques réponses ou indications 


3. Un couple (x, y) de nombres réels est solution si et seulement si les propositions 
P ; x(x J + y 1 - 1) = 0 et Q ; y(x + y + 1) = 0 sont toutes les deux vraies. La proposition P 
est équivalente i (.4 ou B), où >4 est la proposition (x = 0) et où J? est la proposition 
(x 2 + y J - I =0). Les solutions sont donc les couples (x. y) pour lesquels l'une au moins 
des propositions (/! et Q), {B et Q) est vraie. Décomposer de même la proposition Q en 
(C ou D). Un couple (x.y) est solution si et seulement si l'une au moins des propositions 
( A et C)e (B et C). (A et D), (B et D) est vraie. 

1 4. Raisonner par récurrence. 

5. Pour tout entier naturel n, soit JF„ la propriété : 

En raisonnant par récurrence, démontrer que pour tout entier naturel n, la propriété est 
vraie. 

6. a) Pour tout x € Z, on a x - x 2 ^ 0. 

7. o) Déterminer les entiers naturels fl tels que l'on ait x* + 2ox + & £ 0 quel que soit x € R, 
puis les entiers naturels o tels que l'on ait i 2 + 2x + 3- o?0 que! que soit x € R- 

b| Montrer que la proposition Q(3) est fausse, 
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8 cJOn a /(-r) *0 et </U) =<>• 

d) Pour tout entier k 2 L définissons ta propriété .*V suivante : 

quel que soit le nombre réel x tel que 0 < x < -, on a f[x) = g(x). 

La propriété >f\ est vraie, d'après (c|. Supposons que k est un entier pour lequel 
est vraie. Soit x un nombre réel tel que 0^i< &. Alors par hypothèse, on * 
/(x - 1/n) - - 1/n). En utilisant (b), on en déduit /(x) = ÿ(j). D'après le principe de 

récurrence, la propriété •4\ est donc vraie quel que soit l'entier k 2 1 . Il s'ensuit que l'on 
d f{ x ) s ÿ(x) quel que soit le nombre réel i 2 0. 


Chapitre 2 ’ 

Ensembles 
et applications 


Dans ce chapitre, nous introduisons le langage des ensembles et des applications. 
Ces notions de base, essentielles, sont utilisées dans toutes les mathématiques. C'est 
pourquoi les paragraphes 2 et 3 de ce chapitre devront être une référence permanente, 
aussi bien en analyse qu'en algèbre. Le dernier paragraphe est une introduction au 
dénombrement. 


Ensembles fondamentaux 

Ces ensembles sont N, Z, Q, R et C. Les éléments de N sont les «it/ers naturtls. 
c'est-à-dire 0,1,2,3,.... Les éléments de N différents de 0 sont appelés les entiers 

positifs. Les éléments de Z sont les entiers relatifs , c'est-à-dire 0,1, -1,2, -2. 

Les propriétés arithmétiques des entiers relatifs, c'est-à-dire les propriétés concernant 
la divisibilité, seront étudiées au chapitre 9. Les éléments de Q sont les nombres 
rationnels. Rappelons qu'un nombre rationnel s'écrit a/b , où a est un entier relatif 
et où b est un entier positif. De plus, on a a/b = c/d si et seulement si ad = bc. Les 
propriétés de l'ensemble R des nombres réels font l'objet du tome d'analyse. Enfin, 
l'ensemble C des nombres complexes sera présenté au chapitre suivant. 

Au niveau élémentaire où nous nous plaçons, aucune construction de ces ensembles 
ne sera donnée. 


Opérations sur les ensembles 

Il y a deux façons de décrire un ensemble : ou bien en se donnant U liste de ses 
éléments, ou bien en se donnant une propriété qui caractérise les éléments de cet 
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ensemble. Par exemple, l'ensemble {U, 2,4.0 .h} est l'ensemble des chiffres des 
des entiers pairs. 


unit^ 


Si « est un élément de l'ensemble h\ on dît aussi que ci appartient à E ou q Uv 
contient a; cette propriété se note n € E. Si a n'appartient pas à E, ou si £ 
contient pas a, on écrit a V E. 


Z 

fV* 


Lorsqu’on veut se donner un élément (quelconque) de l'ensemble E, par exemple pou f 
commencer une démonstration, on écrit « soit i un élément de E » ou « soit x ç g m 

Si l'on veut se donner des éléments r et // de l'ensemble E, alors par abus de 
notation, on peut écrire « soient x.yÇE». Attention, cette écriture ne veut pas dire 
que j est différent de y. On peut également écrire «soient X] et X? des éléments 
de E » et plus généralement, si n est un entier supérieur ou égal à 2, « soient 
.. x n des éléments de F ». 

Pour décrire un ensemble dont les éléments vérifient une certaine propriété, plutôt 
que de faire une phrase, on a souvent recours h une écriture mathématique. Par 
exemple, l’intervalle [0, Jj est l'ensemble des nombres réels x tels que (I ^ x ^ 1, ce 
qui s’écrit jO, lj = f x G JR | U ^ x 1 } ; le trait vertical veut dire et se lit « tel que ». 

Notation. L'ensemble qui n'a aucun élément s'appelle {'ensemble vide et se note 0. 


I Définition 

Soient E et F des ensembles. Lorsque tout élément de E appartient à F, on dit que 
E est indus dans F, ou que E est une partie de F. Cette propriété se note E C F. 

Pour démontrer l'inclusion E C F, on doit donc démontrer que tout élément de E 
appartient à F. Pour faire cette démonstration, on se dorme un élément (quelconque) 
de E et l'on prouve qu'il appartient à F. 

Exempt». Considérons les ensembles E = [2, 3], F = { x € R | x 2 - 3x — 10 < 0} et 
démontrons l'inclusion E C F. Le discriminant du trinôme x 2 — 3x — 10 est -49 = 7 2 , 
les racines sont -2 et 5, d'où la factorisation x 2 — 3x — 10 = (x + 2){x — 5). Supposons 
que x est un élément de E. On a j- ^ 2, donc x + 2 ^ 4 et a fortiori x. + 2 > 0. De plus, 
on a x < 3 et par suite x - 5 Ç -2. On en déduit x - 5 c 0, donc (x + 2)(x - 5) < 0, 
c'est ^-dire x 2 - 3x - 10 < 0. On a donc démontré que pour tout x E E, on a x € F, 
d où I inclusion E C F. Mais attention, l'ensemble E n'est pas égal à F : le nombre 
réel 0 appartient à / et n'appartient pas à E. 

“ ENm,I1L “H AHPLH -moNs CHAH J 


Remarque Importante 


„ r nV, . “ et élément s. on a le, deux inclusion, Ec F 

et FC E. Dan, la pratique, lorsqu'on doit démontre, légalité de deux ensembles, 
il faut prouver les deux inclusions. 


Exemple. L'ensemble F = {x € R | x 3 - 3* - 10 < 0} est égal i l'intervalle ]-2,6|. 

Notation. L'ensemble des parties de l'ensemble E se note dP{E). 

Exemple. Soit l'ensemble E ^ {1,2}. Les parties de E sont 0, {1}, {2} et E. On 
a donc &(E) = { 0. {1}, {2}, {1,2} }. 


Nous allons maintenant définir des opérations sur les parties d'un ensemble, 

I Définition 

Soit E un ensemble. Pour toute partie A de E, l'ensemble des éléments de E 
qui n'appartiennent pas à .4 s'appelle le complémentaire de .4 et se note Ce. 4, ou 
plus simplement C/4, ou encore E\A. 


Définitions 

Soit E un ensemble. Pour toutes parties A et B de E, 

» l'ensemble des éléments de E qui appartiennent à A et à B s'appelle 

1 l'intersection de A et B et se note A fl B (ce qui se Ut « A inter B ») ; 

► l'ensemble des éléments de E qui appartiennent à A ou à B s'appelle la 

réunion de A et B et se note A U B (ce qui se Ut « A union B »). 

Pour toutes parties A, B et C de l'ensemble £, nous avons les règles de calcul 
suivantes : 

AD B = BnA 

A n (B n C) « (A n B) n C et cet ensemble est noté A H B n C 
A n 0 = 0, AflA = A, (AcB<=>AOB = A) 

AUB = BüA 

A U (B U C) - (A U B) U C et cet ensemble est noté A U B U C 

AU0 = A, AUA = A. (AC B f* Au B = B) 

,4n(BuC) = (rtnB)u(MnC), ^u(finc) = (^uB)n(ziuC) 

C(CA)=A. (AcBolBclA) 

C(/inB) = CMuCB, C(Xufl) = C/lnCB. 
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Produit cortMw» de £ paf F noN * ^ x p 

f " coup, “^ * 

i/ f sont " rtésien Ex£se n ° ,e **■ par cxempie ' ,e pTOd -« 

S * *“ r Tléd» couple» de nombres réels; ceux-ci permettent de déte rminet 
cartésien R- eM ^ lorsqu'on s'es, donné un repère cartésien. 

U " P ° ,n “ mt entier » supérieur ou égal à 2, le produit cartésien de £ 

Us éléments de J- son. ,s ^ (x„x,. 

oT.es élément x„x,.*. appartiennent à B; les n-uples x, x, „ 

(ïl>K . y„) sont égaux si et seulement si on a x, - y, pour tout i e {1,2.„}. 


3. Application d’un ensemble dans un autre 

Soient E et F des ensembles. Se donner une application f de E dans F c'est 
définir, pour tout élément x de E, un unique élément de F, que l'on note /(x) 
et qui s'appelle Vintage par / de x. On dit qu'à tout élément x de E, on associe 
l'élément /(x) de F, ce que l'on note x ~ /(x). L'ensemble E s'appelle Y ensemble 
de départ et l'ensemble F s'appelle l 'ensemble d'arrivée de f. 

Lorsqu'on se donne une application f de E dans F , on écrit « soit f : E -> F une 
application ». Pour se donner, par exemple, l'application / de R dans R qui à tout 
nombre réel x associe x 2 , on écrit également : soit l'application 

/ : R —*• R 

x—*x 2 . 

Notation. Pour tout ensemble E f l'application de E dans E qui à tout élément 
i associe x, se note id^ et s'appelle Yapplication identique de E. 

Égalité do doux application*. Si E, F , E?, F 1 sont des ensembles et si 
f • E -+ F, f' : F? —* F* sont des applications, les applications / el f 1 sont égales 
si et seulement si on a E = E, F = F et /'{x) = f( x ) pour tout x € E. 

I Définition 

Soient E. F des ensembles et / : E - F une application. Le graphe de f est U 
partie G de £ x F constituée des éléments de la forme (x, /(x)), où X £ £ 


Définition 

Soient E F G des ensembles et f : E -> F. g : F — G des applications. 
composée de f et g, notée go f (ce qui se lit . g rond / .), est l'application de 
dans G définie par go f{x) = g(f(z)) pour tout t £ E. 


ExompJo* 

- Pour tous ensembles E, F et pour toute application / : E - F, on a /o id E = / 
et klf-o/ = /. 


- Soient les applications / : ]0, +oo[ — )0, +oo[ et g : ]0, +oo( — R définies par 
/(x) = 1/x et g{x) ““ ^ pour tout nombre x > 0. Alors on a 

pour tout nombre x > 0. 


Proposition. Soient E, F, G, H des ensembles et f : E -* F, g : F -» G, h : G -* H 
des applications. Alors on a h o (g o /) = (h o g) o / et cette application se note ho go f. 

Démonstration. Par définition de la composition d'applications, il vient 
Ao(*«,/)(*) = h(gof(x)) = h(g(f(x))) et (fco,)o/(i) = *o 9 (/(,)) = h(g(f(x))} 
pour tout x € E, d'où l'égalité cherchée. ■ 

Définitions 

Soient E, F des ensembles et / : E -* F une application. On dit que 

l'application / est injective, ou que / est une injection, si pour tous r, x' € E, 
on a l'implication (/(x) = /(x') => x = x 1 ) 

l'application / est surjective, ou que / est une surjection, si pour tout g € F, il 
existe x 6 E tel que /(x) = y 

- l'application / est bijective, ou que / est une bijection de E sur F, si pour tout 
| y Ç F, il existe un unique x 6 E tel que /(x) = y. 


Rtmorquti 

- Pour démontrer qu'une application / : E - F n'est pas injective, U suffit d'exhiber 
des éléments x et x' appartenant à E tels que x x et /(x) — /(x ). 

► Pour démontrer qu'une application / : E-> F est injective, U est parfois plus facile 
de raisonner par contraposée, c'est-à-dire de prouver que pour tous x.x' € E, on 
a l'implication (x ^ x' =*■ f{x) # /(*0 )■ 
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t . v p te ensembles «J E- F L- W 

ntr. ^ / -—* 

, - loos0ns l'application / bijective. Alors en particulier 

Démonsfrohon. Suppi_ _ /(,)»„; l'application / est donc surjectif 

tout y e f. il «“* J fc _ }. ,) P(Mons y = /(x) : X est l'unique élément * 

TZ&Ï r-^fÆT - * —- " - *. 

donc démonné que 1 aHon ^ e( surjective. Soit y a F. P uisq * 

^rr l S. U existe - € * * ^ /« = * Si 2 «* - P** u„ 

l’application / * « /(/) = ^ (>n a /(x) = /(/) et donc x - *», car l' ap . 

Tii Test injective Nous avons ainsi démontré qu'il existe un unique élémen, 

tTZL !L7Pf - ** » « ' - donc • 

Proposition. Soient E. F As et J : E — F «rtc application. 

_ L'application f est bijective si et seulement s'il existe une afrplication g : F — E telle 
que f og = idf et g o f = idf. 

_ suivons que / «*f une bijection. Alors l'application g est unique et bijective. L'application 
g s'appelle la bijection réciproque de f et se note f De plus on a (f ) = /• 

Démonstration. Supposons ['application / bijective et démontrons l'existence et 
l'unicité de g. Pour tout y£F t il existe un unique élément appartenant à E dont l'image 
par / est égale à y ; notons g(y) cet élément de E . On définit ainsi une application 
g : F — E telle que f(g(y)) = y pour tout y e F, c'est-à-dire telle que fog = id F . 
Composons (à droite) cette égalité avec l'application /. II vient f o go f = id F o/ = /. 
Pour tout j Ç E, on a donc /(yo/(jr)) = /(x). Puisque l'application / est injective, 
on en déduit g o /(x) = x pour tout x € E. Par conséquent on a l'égalité go f = idf. 
Supposons que h : F —* E est a priori une autre application telle que / o h = id F et 
kof=id£. En particulier on a foh=fog, c'est-à-dire f (h{x))=f (g(x)) pour tout iGE. 
L'application / étant injective, il s'ensuit ft(x)= 0 (x) pour tout x€E r c'est-à-dire h-g. 
Supposons que l'application g existe et démontrons que / est une bijection. Si x 
et ï sont des éléments de E tels que /(x) ss f(F), il vient g{f(x)) = g(f'(*?))» 
c'est-à-dire gof(x) = go /(x'). Puisqu'on a go f = idf par hypothèse, cette égalité 
s écrit i = F. Cela montre que l'application / est injective. D'autre part, pour tout 
élément |r € F. on a f(g(y)) = / o g(y) = id,(jf) = y. L'élément g(y) € E a donc 
pour image y par l'application /. Par conséquent l'application / est surjective. 
L'application / est donc injective et surjective, par suite / est une bijection. 

Supposons que / est une bijection. On a go/ = jd E et fog = ld F . En appliquant 

J T Vm0ns ’ U *' e de démontrer ' on en déduit que g est une bijection. 

Par définition de la bijection réciproque, il vient alors g~‘ =/. ■ 


Exemple Pour tout nombre réel x différent de -2, on a ^ 1. En effet, 

l'égalité 1 - 775 = 775 implique 1 - ? 0. Considérons l'application 

/ : R \ {-2} 
x y 


•R\{1} 
x + 1 
' x + 2 


et démontrons que f est une bijection. Soient x et F des nombres réels différente 
d e -2 tels que /(x) = J {F). Il vient (x+ J)(*' + 2) = (x + 2){F + 1). Développons 
cette égalité : xx' + 2x + x' + 2 = xF + x + 2F + 2. En simplifiant, on en déduit 
__ F. L'application / est donc injective. Montrons maintenant que l'application / 
eh t surjective. So* 1 y un nom hre réel différent de 1. Cherchons un nombre réel x 
différent de -2 tel que /(x) =y. Un tel nombre x doit vérifier x + 1 =y(x + 2) cUlonc 
j .^1 _ y) = 2y - 1. Puisque y est différent de 1, il vient nécessairement x = ^ _ y ’ 
Vérifions maintenant que l'on a /(x) = y. Pour cela, il faut avarrt tout que f{x) 
soit défini, c'est-à-dire que l'on ait x * -2. C'est bien le cas, car -f-j + 2 = —, 
donc ~-i +2^0. Maintenant calculons \ ® vicnt effectivement 


r { 2y-\ \ = (2|/- 1)/(1 ~ V) + 1 
f \l-y ) (2y-l)/(l-y) + 2 


(2y-l)-Kl-y) _ 
(2y- lj + 2(l -y) 


Ainsi l'application / est injective et surjective, donc bijective. De plus, nous s 
calculé la bijection réciproque de /. C'est l'application 


r l : R\{1} - 

X ► 


•R\{-2} 
, 2x — 1 . 
1 — x 


CKHKMBLES ex APPLICATIONS Ch 


Propoiition. ***. B. F. G des ensembles et / : E-* F, g ■ F — G des b,pelions. 
L'application go f est bijective et l'on a (g o f) 1 - / °g 

Démonstration. D'après la proposition précédente, il existe des applications 
F^È7Tg-.F .elles que /ou = id„ uo/ = id*. 900 = ^ et_vo S = ^ On 

:i 9 : ;^i7=«’" /= 

que l'application g o / est bijective et que 

Définil ’ OB , . t. c _ p une application. Pour toute partie A de 

TvLl 1 "est , partie de F, notée J(A). consumée des éiémen. de 
F de la forme /(x). où x e A. 
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En particulier, l'application / est surjective si et seulement si l'image de E p* , 
est égale à F tout entier. Autrement dit l'application / est surjective si et seulerrier,, 
si on a l'égalité f(E) = F. 

Exempt*, boit l'application / : R - R dffinie par fUI = x* + 2r pour tout x € s 
et soient les, ensembles A = R\ {-1}, B = J-l,+oo[. Alors on a /(A) = B PoUl 
démontrer cette égalité, nous devons prouver que l'on a f(A) C B et B C /M). 
Pour tout nombre réel x, nous avons /(x) = (x + 1)’- 1. Or pour tout nombre 
x e A, on a x + 1 # I) donc (x + l) J > 0. On en déduit que pour tout x 6 A, on a 
/(x) > -1, c'est-à-dire x € B. On a donc l'inclusion /(A) C B. 

Montrons maintenant que B est inclus dans /(A). Soit y € B. On a y > — l et donc 
y + I > 0. Posons x = s/j/TT - 1. Nous avons x ^ -I, c'est-à-dire x e A. D'autre 
part on a /(x) = (x + l) 2 - 1 * (\/yTT ) 2 - 1 = y. Par conséquent, y est bien un 
élément de l'ensemble f(A). Il s'ensuit B C f(A). 

4. Ensembles finis 

Dans ce paragraphe, de nombreuses démonstrations se font en raisonnant par 
récurrence. 


a * or * v ’ pp '!^ on , 9 l i il f ' l r n, ,7 {1 . défini *p« «w-/w .1 /(x)< /( n+i) 

et ÿ(x) - /(x) " 1 SI /(x) > /(n + 1 ) et démontrons que l'application g est injective. 
Soient x,y€ 0. ..,ri) tels que y(x)=y{y).Si l'on a /(xj</(,i + l) e i /(y)</(n+l), 
U vient s(x) - /(x) et g(y) = /(y). d'où /(x) = /(y). Dans ce cas on en déduit x = y, 
puisque / est une injection. Si l'on a /(x) > /(„ + 1) et /(y) > /(„ + |), il vient 
y(xl — /( J ) et y(y) /(y)-t, donc /(x) = /(y), puis x = y comme précédemment. 
Démontrons que l'on ne peut pas avoir les inégalités /(x) < /(„ + |) < f( y ) t par 
exemple (le cas /(y) <f(n + 1) < f{ x ) traite de la même manière). Si c'était lé cas, 
alors on aurait g(i) = /(x) et g [ y ) = /(y) - i, d'où /(y) = /(x) + I. L'encadrement 
/(x) < /< « + 1 > < f(v) s'écrirait alors /(x) < /(n +1) < /(x) + 1. Ainsi l'entier f(n + 1 ) 
serait strictement compris entre les deux entiers consécutifs /(x) et /(x) + 1, ce qui 
est impossible. Nous avons finalement démontré que x - y, par suite l'application 
g est injective. Par hypothèse de récurrence on a n ç k - 1, donc n + 1 ç k. 

Nous avons ainsi démontré que pour tout entier positif n, l'implication (& n => t j ) 
est vraie. Le principe de récurrence affirme que la propriété & n est vraie quel que 
soit l'entier positif n. a 

Corollaire. Soit E un ensemble fini non vide. Il g a un unique entier positif n pour 
lequel il existe une bijection de E sur n). 


I Un ensemble E est fini s'il est vide ou bien s'il existe un entier positif n et une 
bijection de E sur l'ensemble des n premiers entiers positifs, noté {1. n}. 

Un ensemble qui est en bijection avec un ensemble fini est donc fini. 


Pour tous entiers positifs n et k, s'il existe une injection de {1,..., n} 
dans {1,..., k}, alors on a n £ k. 

Démonstration. Pour tout entier positif n, notons JP n la propriété : si k est un 
entier positif et s’il existe une injection de {l,...,n} dans {1, alors on a 

n^k. Démontrons par récurrence que la propriété J? n est vraie quel que soit l'entier 
positif n. La propriété dP\ est clairement vraie. 

Soit n un entier positif. Supposons la propriété vraie et démontrons la propriété 

y " • 1 • S 0 '™ 1 * un entier positif et /:{1.n+1} -. {1. 1 ) une application injective. 

Si à éuit égal à 1, alors on aurait /(I)=/(n+I) = l, ce qui est impossible car / est une 
injection et 1 jén +1. On en déduit k'î2. Plus généralement, pour tout x€ {1,.. ..tï}, 
un a /(xi^/tn+l), puisque I application / est injective. Remarquons que si 
/('K/tn+ll.aloisona/WeO.*-!}, car /(*)</(»+l)-UA-l. Considérons 
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Démonstration. Par définition, il existe un entier positif n et une bijection 
/ : E —» {1,.. •, n}. Supposons que A: est un entier positif et qu'il existe une bijection 
g : E —* {1,..., A} . La composée de deux bijections étant une bijectioa l'application 
go est une bijection de {1,.. ..n} sur fl,et l'application / og' 1 est une 
bijection de sur {1,...,n}. On en déduit les inégalités n ^ k et k ^ n, 

d'après le théorème précédent. II s'ensuit n = k. m 

( Définition 

Soit E un ensemble fini. Si E est non vide, le cardinal de E est l'unique entier 
n pour lequel il existe une bijection de E sur {1 T ... ,n}. Si E est vide, le cardinal 
de E est égal à 0. Le cardinal de l'ensemble E se note Card E. 

II revient au même de dire que l'ensemble E est de cardinal n ou que l'ensemble 
E a n éléments. 

Proposition. Soient E et F des ensembles finis non vides. Il existe une bijection de E 
sur F si et seulement si on a Caxd E = Card F. 

Démonstration. Posons n = Card E et k = Card F. Par définition, il existe des 
bijections g : E-+ {1 . n} et h : F - {1.... ,*}. Supposons qu'il existe une bijection 
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J.E-+ F L'application h o / est alors une bijection de E sur {1 .jfc}. 

déduit n - k. Réciproquement, si n = k, alors h' 1 o g est une bijection de E sur p ^ 

Si E est un ensemble fini et si A est une partie de E, alors intuitivement A est 
ensemble fini de cardinal inférieur ou égal au cardinal de E. Démontrons néanmoi 


Proposition. Soient E un ensemble fini et A une partie Je E. Alors A est un ensemble 
fini et l'on a Card A < CardE 

Démonstration. Il suffit de faire la démonstration lorsque E est l'ensemble 

{1. n), où n est un entier positif. Soit la propriété : toute partie de l'ensemble 

{1.rr} est finie et de cardinal inférieur ou égal à n. La propriété est vraie, car les 

parties de l'ensemble {1} sont 0 et (1). Supposons que n est un entier au moins égal à 
2 et que la propriété .**„ , est vraie. Soit A une partie de l'ensemble {1,.. ..n}. Si n$A, 
alors A est inclus dans l'ensemble {1 — ,n -1}. D'après l'hypothèse de récurrence, on 
en déduit que A est finie et de cardinal inférieur ou égal à n — 1. Supposons maintenant 
«6-4. L ensemble A = A \ f «} est une partie de E ne contenant pas n, donc, comme 
ci-dessus, on en déduit que A' est un ensemble fini de cardinal inférieur ou égal à 
«-1. Il existe donc un entier p^n - 1 et une bijection f:A'-+{ l t .. .,/>}. Définissons la 

fonction g:A-*{l . p+ 1} en posant y(x)~f(x) si xeA' et g{n)=p + 1. Puisque / 

est une bijection, g est aussi une bijection. Par conséquent, A est un ensemble fini de 
cardinal 1 et puisqu'on a />+ l^rt, cela montre que la propriété *? n est vraie. D'après 
te principe de récurrence, on en déduit que, pour tout n, la propriété d? n est vraie. ■ 

Voici un résultat tout aussi intuitif et bien utile. 

Proposition. Si A est une partie J’un ensemble fini E, on a l’équivalence 
A ~ E <=> Card A = Card E . 

Démonstration. Si A=E, alors Card/1 «CardE. Montrons l'implication réciproque 
en raisonnant par contraposée, c'est-à-dire en démontrant que si A est une partie de E 

telle que AfiE, alors Card A /Card E. Il suffit de considérer le cas £={1.«}, où 

«est un entier positif. Soit A une partie de {1. n] telle que A^{ 1.nJ.Si n§ÊA, 

on?.! ^ l ' cnscmblc 0.D'après la proposition précédente, 

Pas èeaTi iT 1 ", * donc ^ < "' Supposons que n f : A. Puisque A n'est 

HSi^ d ; n) p e ’ lis, ' un / en,i " P* 0.»l tel que pi A. Nécessairement, 

/f»)-tsujin et ' fhT m ^ 7.^ U W■ ^application f-.A^A’ définie par 
A est une part* d/!l * °" * d ° nC CardA = C <*dA'. Puisque ni A', 

* " * ". n ~ d onc Card d'< n- 1. On en déduit cZa <«. . 


Formuloiro sur las cardinaux. Soit E un ensemble fini, 
pour toutes parties A et B de E, on a 

• Card A ^ Card E, (A--=E& Card A = Card £) 

• Card(i4 U B) = Card A -f Card B si A n B = 0 

. et plus généralement Card(4 U fl) = Card A + Card D - Card(X n B). 

Remarques 

' Si £ est un ensemble fini et si d est une partie de E telle que A ? E, alors on 
a Card A < CanlE d après le formulaire ci-dessus. Puisque deux ensembles en 
bijection ont même cardinal, on en déduit qu'il n'existe pas de bijection de E sur A. 
- 11 n' p n va P as d * "terne lorsque l'ensemble E est infini, c'est-à-dire n'est pas fini. 
Ainsi, il existe une application bijective de N sur N\{0), par exemple l'application 
qui à tout entier naturel n associe n + 1 

L'application / : Z — N définie par /(n) = 2 n pour tout entier naturel n et 
/(-«) = 2n- I pour tout entier positif est également une bijection; pourtant N 
est une partie de Z et N n'est pas égal à Z. 

Cardinal d'un produit cartésien. Si E et F sont des ensembles finis, le produit 
cartésien E x F est un ensemble fini et l'on a Card(£ x F) - (Card£)(Card F). 

Proposition. Soient E et F des ensembles finis non vides. Si f : E —» F est une 
application, alors on a Card /(£) ^ Card£. De plus, on a Card/(£) = Card £ si et 
seulement si l’application f est injective. 

Démonstration. Posons n = Card E et démontrons le résultat par récurrence 
sur n. Si n = 1, alors l'ensemble £ a un seul élément et donc l'ensemble /{£) 
aussi. Dans ce cas, on a Card /(£) = 1 et l'application / est injective. Supposons 
n ^ 2 et la propriété démontrée pour l'entier n - 1. Choisissons un élément a de 
£ et posons E — £ \ {a}. Il vient Card E' — n - 1. Soit g : E —* F l'application 
définie par g(x) = /(*) pour tout 1 6 E. On a /(£) = {/(a)} lig(E), donc d'après 
le formulaire sur les cardinaux, il vient Card/(£) « Card< 7 (E') si /(a) € g[E) 
et Card/(£) = Cardy(£') + 1 si /(a) g g(E ). Par hypothèse de récurrence, on a 
Cardg(E) ^ n - 1 et Card^E) = n - 1 si et seulement si l'application g est injective. 
On en déduit Card/(£) ^ n et Card /{£) = n si et seulement si l'application g est 
injective et /(a) $ g(E), c'est-à-dire si et seulement si l'application / est injective. ■ 

Principe des tiroirs. Soient £, F des ensembles finis non vides et / ; £ F une 
application. Si Card £ > Card F, alors il existe a, b 6 E tels que a ^ b et f(a) - /(6). 
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Démonstration. Puisque /(E) est une partie de F. on a Caxàf(E) % Csrdp 
Puisque Card F < Card£, on en déduit l'inégalité Caïd/(A) < Card£. D'apr^ ^ 
proposition précédente, l'application / n'est pas mjective, donc il existe des élém^ 
«,6 6 £ tels que a £ 6 et /(») = f(b). * 

Corollaire. Soient E. F Je s ensembles finis non vides et J : E -* F une applica iion 
Si Card F = Tard E. alors les trois propriétés : f est bijectiiv, f est injective et f ^ 
sur je et nr sont équivalentes. 

Démonstration. Puisqu'une application bijective est une application injective et 
surjective, il s'agit de montrer que l'application / est injective si et seulement si elle 
est surjective. L'application / est surjective si et seulement si f(E) — F, donc si et 
seulement si Card f(E) = Tard F. Puisque Card F = Card E par hypothèse, on en 
déduit que l'application / est surjective si et seulement si Card/( F) = Card E. D'après 
la proposition précédente, cette dernière condition est équivalente à f est injective. a 

Terminons ce paragraphe en comptant le nombre d'applications d'un ensemble fini 
dans un autre, le nombre de parties d'un ensemble fini, le nombre de bijections d'un 
ensemble fini dans un autre de même cardinal et Je nombre de parties à p éléments 
d'un ensemble fini. 

f 

Proposition. Si E et F sont des ensembles finis non vides, alors il y a (CardF) c " ,|£ 
applications de E dans F. 

Démonstration. Posons n — Card E, k = Card F et démontrons le résultat par 
récurrence sur n. Si l'ensemble E n'a qu'un élément, alors le nombre d'applications 
de E dans F est le nombre d'images possibles pour cet élément, c'est-à-dire k. 
Supposons n ^ 2 et la propriété démontrée pour un ensemble de départ de cardinal 
n - 1. Choisissons un élément a de £ et posons £ , = £\{a}. Il vient Card£ / = n-l. 
Par hypothèse de récurrence, il y a F ,_1 applications de E* dans F. Pour tout 
y € F, il y a donc k n ~ l applications de E dans F telles que /(a) = y. On en déduit 
qu'il y a Jbx F 1-1 = k n applications de E dans F. ■ 


Proposition. Soit „ u „ nlltr ^ £ * 

n, alors il y a n! bijections de E sur F 


sont des ensembles finis de cardinal 


application de t dans F et rett#» . « - a. il y a une 

propriété démontrée pour des ^L'de^l’^T' " * 2 * U 

a de E. Pour tout y € F, on a Canif F \ t n r , *' Cho,s,ssons un élément 
hypothèse de récurrence il y = ^ W) — L P« 

déduit que pour tou, y J, /y . ü - tClf * ) M » 

/(o) = ÿ . H y a donc »«(n-|)l= „! bijections'TTsur F. ^ *" ^ 


En particulier, sur les 3125 applications de (1,2,3,4,5} 
sont bijectives. 


dans lui-même. 


120 seulement 


Proposition. Si E est un mstmbUfim non vide, alors il y a 2™* parties de E. 

Démonstration. Posons n = Card E e, démontrons le résolu, par récunence. Si 
ri I, a ors n a qu un élément et n'a que deux parties 0 et E. Supposons n > 2 
et la propnété démontrée pour tout ensemble de cardinal n - 1. Choisissons un 
élément « de E et posons E/ = £ \ (a}. On a Card F = n - 1 donc par hypothèse 
de récurrence, l'ensemble E' a 2-> parties. IJ y a deux sortes de parties de E : 
relies qui contiennent a et celles qui ne contiennent pas a. Une partie de E qui ne 
contient pas a est exactement une partie de E, par suite il y a 2 n ‘ l parties de E 
qui ne contiennent pas a. Une partie de E qui contient a est la réunion de fa} et 
d une partie de E . U y a donc autant de parties de E contenant a que de parties 
ne contenant pas a, par suite il y a 2 n 1 + 2"- 1 = 2 n parties de E. m 

Nombre de parties à p éléments d‘un ensemble à n éléments. 

Notation. Si n et p sont des entiers naturels, notons le nombre de parties à 
p éléments d'un ensemble à n éléments. 


En particulier, si F a n éléments, alors il y a » n applications de E dans E. Ainsi 
il y a 3125 applications de l'ensemble {1,2,3,4,5} dans lui-même. 

Notation. Pour tout entier positif n, on note n! et on lit factorielle n le produit 
des n premiers entiers positifs. Ainsi l'on a 1! = 1, 2! = 2, 3!=lx2x3 = 6et 
4! - 1 x 2 x 3 x 4 = 24. Si n est un entier supérieur ou égal à 2, l'entier ni est égal 
à 1 x 2 x ... x n, ce qui se note aussi 1.2 — ». Par convention, on pose 0! = 1 
Remarquons que pour tout entier positif n, on a »! = (» - 1)! x ». 


* KN SK u ai. LS fcT APPLICATIONS Oui- 2 


Voici les premières propriétés de res nombres. 

► Dans un ensemble, il n'y a qu'une seule partie à 0 élément, l'ensemble vide; on 
a donc = 1 pour tout entier naturel n. De plus, il y a autant de parties à un 
élément que d'éléments, donc = n. 

— Soit n un entier positif. Dans un ensemble £ à n éléments, toute partie possède 
au plus n éléments et la seule partie de £ à n éléments est l'ensemble £ 
lui-même. On a donc = 0 dès que p > n et C£ * 1. 
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un " élémffUs a 2 "^ 
» Soif « «n tmiirr y» ~ ..+££ + ••• +C»- * 

dïduit que a - : .’ F " nM .mble à « éléments. Puisque l e C0P(i 
- Soient » un -uerpc.^ E ^ ^ ^ ^ , „ _ , 


Proposition. St « et P *>»t d« entiers «»««& ** " < P < "• «tors 0 „ 4 

c*=c p n ,+c; !• 

Démonstration. Soient £ un ensemble à /« éléments et a un élément de £ 
tws e . ; /:\( fl ).Ona Tard F » n - 1. Il y a deux sortes de parties de £ j f 
éléments relies qui contiennent a et celles qui ne contiennent pas n. Une partie * 
t i P éléments qui ne contient pas a est exactement une partie de E' à p élément, 
Il S’ensuit qu'il y i f'I , parties de £ à P éléments qui ne contiennent pas , 
Une partie de £ à p éléments qui contient u est exactement la réunion de {a] et 
d’une partie de £” à P - I éléments. On en déduit qu'il yafjJ parties de £ j p 
éléments qui contiennent n. Il y a donc C„_ J C u j parties de £ à p éléments, i 

Triongle d* Pascal 

Voici une disposition commode pour calculer de proche en proche les entiers C*. 
Puisque C% = 0 si p> n, on a .seulement à considérer les CJ lorsque 0 ^ p ^ n. 
Écrivons ces entiers de la manière suivante 

cS 

Cf cl 

C? cl ci 
CS ci Cl CS 

cS-, ■ cr;! c*_, ... c;:} 

cS cl ■■■ '&/ ci -• ci 

où Ion fait figurer sur la (n + IJ-iéme ligne fous les entiers Cl rangés selon les 
valeurs croissantes de p. Cette disposition s’appelle le triangle de Pasca/. 

^ ^ s “ 1 pour tout entier naturel II, on en déduit qu'aux extrémités dé 

toutes les lignes du triangle de Pascal figurent des 1. Puisqu'on a C' n = ». « vient 

précédente!-a^i^J = 3 '* f < = 4 **>>•*• ,a 

(n"* ** l °" ■*, Ca ’ l ' Ult ' la rl ' ièn,e ''P*- ^t-i-dire tous les Cj f ‘ 

pruposition précédente ^ mP " *" U,llÜ ‘ aW U rè K ,e de formation donnée dans U j 
P**dm,é De plu, puisqu’on a CJ-qj e, chflque |jgne sym «riq* 

" **••**■ wwnn-ano». , w , 


par rapport à son milieu. Voici par exemple le triangle de Pascal jusqu'à l'entier n = 5. 

1 

1 1 

I 2 1 

13 3 1 

1 4 6 4 1 

1 5 10 10 5 1 

Lorsqu'on a besoin d'une formule générale pour les entiers C p , on utilise ta 
proposition suivante. 

Proposition* Si n et p sont des entiers naturels tels que p ^ n, alors on a 

C p =-—- 

" PÎ(»-P)Ï 

Démonftratfon. Pour tout entier naturel n, soit la propriété .^ fl : pour tout entier 
naturel p tel que p ^ n, on a C* - 

Rappelons que par convention, on pose 0! = 1. Puisqu'on a Cj = C? = C, 1 = t, les 
propriétés .?o et -A sont vraies. 

Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Supposons la propriété dVi vraie. Soit 
p un entier naturel tel que p £ n. Si l'entier p est égal àOouàn, onaC£*l 
et ü*—. = — = 1, donc la formule est vraie. Supposons 0 < p < n. U après 

la proposition précédente, on a C* = C*.| + <£!* Par hypothèse de récurrence, il 
! . . s~.d (n — !)• ^ C p l *= _——- On. en déduit les éeatités 


vient C p _i = 


( n O 1 _ C p ! = -—-—-• On en déduit les égalités 

pl(n-l-p)! " (p- l)l(n-p)! 


™ _ ("-D! . ("- 1 > ! = ("-^{(n-pl + p) 

~ p!(n - 1 - p)l + (p - l)!(n - P) ! P ! (" ' P) 

(»-»)« 

pf(n-p)! pî{n-p)l 

[ d'où U propriété cP„. On a donc démontré par récurrence que la propriété -A est 
vraie quel que soit l'entier naturel n « 


IA ENSEMBLE FINIS 79 


s igmakutub.blogs pot.c om 



Exercices 


j. On considère h» ensembles i . 

I 1 » F-Ixe0,1 Vn€N, x< —!~l 

B „{ /e[0 .l]|3neN.*< ;r p ï } F ~\ " + 1/ 

a) l'ensemble E a-t-i. un. une infinité ou aucun démon. ? 

b) l‘ensemble F a-t-il un, une infinité ou aucun élément 

j.Soit l'application / : R* — R 5 définie par *,)-<. + ** + *» 

Montrer que l'application / est bijective. 

, vJL. I (...) c «>l /(•.»! - (« I .. “ “ 

b} Montrer que l'application / n'est pas injective. 

«| Posons U = ((z.y) 6 R 2 1 2/ + y = 0}. Montrer l'égalité /(R 2 ) = B. 

4.Soient les applications / : R - R et 9 : R - R définies par /(*) = j*(* - 1) et 
q(x) = /(x + 1) pour tout J € R. 
al L'application / est-elle injective? 
b| Montrer que l'application / n'est pas surjective. 

c) Montrer que l'on a g(fi) = /(N). 

5. Soit l'application / : R 2 - R définie par /(*, y) = x - y 2 pour tous x.y 6 R. 

a) L'application / est-elle injective ? 

b} Montrer que l'application / est surjective. 

c) Trouver une application g : R —** R‘ telle que S o g — idg. 

4Soit l'application A : R 2 - R 2 définie par h(x ,y) = f* + y 2 , y) pour tous i.î/eR. 
Montrer que /i est une bijection. Calculer f °h[x, y) pour tous x,y E R. 

6 . Soit / : R — R une application. On suppose que pour tous nombres réels x, y tels 
que x < y, on a /(x) < J [y). Montrer que l'application / est injective. 

7. Soient E, F, G des ensembles et f : E — F, g : F — G des applications. 

a) Montrer que si les applicatioas / et g sont injectives, alors l'application go f est 
injective. 

b| Montrer que si les applications f et g sont surjectives, alors l'application go J 
est surjective. 

d Montrer que si l'application go f est injective, alors l'application / est injective. 

4 Montrer que si l'application go f est surjective, alors l'application g est surjective. 


8. Soient E, F, 6 des ensembles et / : E —» F, g : F — G, h : G —* E des applications. 
On suppôt que 1 application hogof est surjective et que les applications go f oh 
et f o ho g sont injectives. 

0 j Montrer que l'application h est injective et surjective. 

b) Montrer que l'application g o f est bijective. 

c) Montrer que /, g et h sont des bijections. 

9. Soient E un ensemble non vide et / : E —» .?[E) une application. 

o) Posons A = {lEE\x$ /(x ) }. Soit x E E. Montrer que x € /(j*) U A et que 
x i f(x)r\A. En déduire /(x) ^ A. 
b) Montrer que l'application / n'est pas surjective. 

D. Soit l'application /;W 2 —* N définie par f(n,k)=l (n+A:)(n+fc-f 1)+* pour tous n.fr€N. 
a) Soient ri, k, r/ et k' des entiers naturels tels que n + k > n' + k 1 . Démontrer 
l'inégalité f(n, k) 2 f{n',k') + n' + k + 1. 
bj Montrer que l'application / est injective. 

4 Soit p E N. Montrer qu'il existe o € N tel que ^a{a + 1J < p < | (o + 1 ){fl + 2). 

4 Soient n et k des entiers naturels tels que 0 ^ k ^ n. Calculer /(n - *, *). 
e j Montrer que l'application / est bijective. 

1 .Soit E un ensemble fini de cardinal « ^ 1. Notons F l'ensemble des applications 
de E dans {0.1}. 

a) Quel est le cardinal de f ? 

b) Pour toute partie A de E, notons Ca la fonction de E dans {0,1} définie par 
C A {x) = 1 si x € A et C A (x) = 0 si x t A. Soit l'application de .?(E) dans 
F qui à toute partie .4 de E associe C A . Montrer que 9 est une application 
injective. En déduire que l'application est bijective. 

2 . Soient n un entier au moins égal 4 2 et E un ensemble à n éléments. Soit 
f : E — JP{E) une application. On suppose que pour tout x € E, on a x E f(x) et 
que pour tous x, y E E, on a l'implication x € f{y) y E J(x). 
al Montrer que pour tout x E E, o n a Card/(x) ^ 1- 

bj On suppose qu'il existe aE E tel que Gard/(a) = n. Montrer que pour tout 
x E E, o n a Card /(x) ^ 2. 

d Montrer qu'il existe des éléments z,y € E différents tels que les ensembles /(x) 
et /(y) aient le même nombre d'éléments, 
i. L'ensemble { (x, y) G Z x Z | x 2 - y 2 — 15} est-il fini ? 
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poür tous 


ieUM» / «•' H *>" " un , ' n,ll ‘ r ' . ,, " 

.,™*» » < » Montrer que l'ensemble {U. V cZ*Z\ /(*.„, . „ } ^ 

MSupposons „ 5 (I L'ensemble ((/.») 6 Z x Z ! /(x.,) *= n) «M| f lnj , * 

mm Quelques réponses ou indications 


lOnafi (IU| et F - {»}■ 

2 Chercher / et y en font lion de a et b tels que /(x. y) - (a, b). 

3 a) Une infinité pour tout / € R, on à /(3 j,2x) = (0,0). 

c) Ne pas oublier de démontrer l'inclusion H C /|R‘). Pour cela il faut, quel 
(j-.jy) £ fl. chercher des nombres réels a et h tels que f(a,h) (jr. y). 

4 a) Non 

b| Trouver une condition sur y € R pour qu'il existe x € R tel que f(x) = y. 
cl P*™ tout n € N. on a ÿ(«) = f\n + 1) donc g(n) € /(N). Il s'ensuit g(N) c /(N) D* au 
pjrl «k, 4 /((I) =0= /(l| = s(HI. pjr suite /(U) € j(N>. Si n est un entier po*ml. ,| *“"* 
f{n) y{n I), donc /(ri) t ÿ(N|. On en déduit l'inclusion /(N) C ÿ(N). 

5 a) Non. 

c) Par exemple y(jr| = (jr.O). 

e^JSi^ue l’apptobun (JO/,.* es, injettvr. l'oppUcotton A l'est aussi, d'aprts M * 

STKSr " ~ ~ * r- JL 4£ 

10 a| Utiliser l'inégalité n + * ^ n f + *' + j 

fcis, /(„.», _ uhiiser (o| pour dduumtrer que n + A - n 1 + *•' 

” " ^ Sï ^ ■ c« a - . /W . e.au* 

«- ^ «-et t. . bi X *a, on a donc {a.x} C /(x). 


*" po ' iW »<'l-e«d/,„. u , m _" J ‘ ¥ ' nJ ' une opplisobon gE^{l.2 .« 

montre, que l'.pplfcaton ,j pd , suri.^..,. "" 3 P“ '"active. Pour CrU 

*3 te, «M. ^ hu „ " «*« * 

Uo,0n *^») = (ï-*)>*V 
«to,Me.», fZ , 2 . S(| . on 
«U égaux in t\r.y) ^ M< j| 0r . 


I 


’ ■” rnhcr ’ V et (* - tf son, inférieur» 




*>"ws , 


ai 

■0 

! 


Chapitre 3 

Les nombres complexes 

! j] n'existe pas de nombre réel i tel que x 2 = -1. Nous allons introduire de nouveaux 
nombres, les nombre complexes, de manière à donner des solutions non seulement à 
cette équation, mais encore à bien d'autres. 

. Règles de calcul 

Un nombre complexe s'éent de manière unique a F bt, où a et b sont des nombres 
réels. De manière unique, cela veut dire que si a.b.c.d sont des nombres réels tels que 
a + bi - c + di, alors on a u = r et 6 = rf L'ensemble des nombres complexes se note C. 

I Définitions 

Soit c un nombre complexe. Soient a et A les nombres réels tels que * « « + bt. 
Le nombre « s'appelle la partie réelle de ; et se note .nie z. Le nombre b s'appelle 
la partie imaginaire de z et se note .9m z. 

On définit les opérations somme et produit des nombres complexes u + bt et c + di 
de la manière suivante : 

- (a + fo) + (c + di) = (a+c) + (fc + rf)i 
- (n + bi)(c -h di) * (or - Ad) + (ad + bc)i. 

En utilisant les règles de calcul sur les nombres réels, une simple vérification montre 
que pour tous nombres complexes z, z et z on a . 

-1 + 4' = »' + .-, .*.(-' + »')= •*•- + '*’- +^~ 

^ (z + z f ) + z” = z + (z r -t- z") et ce nombre complexe est noté : + i' + î" 

= î(»'+j") = «'+«" 

- (îj'Ji" = îfî'»'') et ce nombre complexe est noté ziV. 
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.. „ ç: „ est un nombre réel, notons simniü*- 
Faisons une P**»*est légitime car les opérations sur , w « s 
le nombre compte* ® ^ ^ ^ que les opérations sur le* „ üm ^ 

Sf^ ortie*convention, on en déduit que pour tou. nombre complexe a « ^ 

tout nombre réel A, on a : 

- ;={)<* dfe Z = #•* * = 0 

-jfo(JU)-Adfcs, Jmt\*)-**»* 

. 4.0 = 2 , Iz = :, Oz -0. 

Notation. Si z est le nombre complexe a+ln, notons -a le nombre complet 
-« + (-A)i. De plus si est un autre nombre complexe, notons z* - z | e nombre 
complexe J + (“*)• 

Pour tout nombre complexe z, on a alors z - z = 0. 

Une seconde convention consiste à noter simplement i le nombre complexe 0+ j; 

Si « et b sont des nombres réels, nous pouvons maintenant faire le produit bi des 
nombres complexes b et i ; la somme des nombres complexes a et bi est bien alors 
le nombre complexe a -J- bi. C'est cette cohérence qui justifie la convention que nous 
venons de faire. Calculons par exemple le produit de i par lui-même, que l'on note 
i 2 . Il vient i 2 = (0 + !i)(0 + li) = -1 + Oi donc nous avons la formule importante 


Ainsi le nombre complexe i est solution de l'équation r 2 = —1. 

Proposition, Soit z un nombre complexe tel que z / Ü. Il existe un unique nombre 
complexe z ', noté l/z ou bien J, tel zz‘ = L De plus , si z = a-hbi où a,b e R, alors on a 

1 _ _a b 

* «’ + b 2 a 2 + 6 2 '' 

Démon.frotion. Écrivons z = a + 6, avec é*. * = „ et z = 6 e t démontrons 

q existe des nombres réels a' et b’ uniques tels que (a + bi)(a' + l/i) = 1. Puisque 

nu f °" a /“■« * ^ dit les nombres réels a et 6 ne sont 

non Z D a u.r D nU , ^ '' n ° mbre + «* **•«« positif, donc 

non nul. D autre pari, pour tous nombres réels a' et V, il vient 

(« + tri){a' + b'i) = 1 <=> (on 1 - 66') + (6 q' + a 6'),' = i 


r Via' = la, ^ Zlitivlî Tr dC Par h ^ a * 0Utons ‘ les ' nous obtenons 

' mulhpüant 13 Prière égalité par -6 et la seconde 

" *■** noUBU» COMPLEXES Ou, , 


fo«'-66' = 1 

16o' + a6' = o. 


par ob,ient ( ° 2 + ** « -b. Il vient f , _ -6 f , .. , .. 

aue l'on a bien (a + 6i)(n'+ Vi) * t u' + tP' a* + 6» e 


que l'on a bien (a + 6i)(n' + Vi) = ] a 1 ** 1 " a* + 6* " ,0nVenn * 

Corollaire. Soient e et «- d« mmbrfs complexes. On « 
iî' = 0«= ! .( 5 = 0oue' = 0). 

Démonstration. Si par exemple z = o, alors nous savons déjà que zz' = 0/ = 0. 
Supposons zz = 0 et z jé0. H vient z^lz*. ((l/x)z)2' = (l/z)(*2') = (l/z)0=0. ■ 

Notations. Si 2 et z 1 sont des nombres complexes et si 2 ' 0, le produit de z 

par l/z* sc note z/z\ ou bien f ■ 

Pour tout nombre complexe z, on pose z D = 1 et si n est un entier positif on note 
z n le produit de z n 1 par z. 

Pour tous entiers naturels n et p et pour tout nombre complexe z, on a 

*n 2 p = 2 „ +p ^ 

Exemple* La formule i 2 = ~l permet de calculer toutes les puissances de i. En effet, 
pour tout entier naturel n, on a t 2TX =(i a ) ri = (—1)** et i 2n+, =t 2n i=(-l) n t. 0 vient donc 

i* n = 1 j**+l _ i j4*»+2 __ _J j4n*-3 = _J- 

( Définitions 

Soient z un nombre complexe et n un entier supérieur ou égal à 2. Le nombre 
complexe z n s'appelle la puissance n-ième de z et plus simplement le carré de ; 
lorsque n = 2, le cube lorsque n = 3. Si l'on a z n = o on dit que z est une racine 
n-ième de a et plus simplement une racine carrée de a lorsque n — 2, une racine 
cubique lorsque n = 3. 

Remarquons que si z et z' sont des nombres complexes, on a les équivalences 
Z 2 = z n «=» - z')(z + z') = I) » z = ±z r . 

Il s'ensuit que tout nombre complexe a au plus deux racines carrés. 

Exemple. Si a est un nombre réel non nul alors les racines carrées de a sont Jâ 
et -v/o si a > 0 et les nombres complexes iv^ô et -ibf^â si a < 0. 
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**0*00. 

j + z + ---+ z "* t^t - ' 

Soi. * un nombre complexe différent de I Pour tout en.*,. 
Démonstration. ^ „ patrons par récurrence que I on a (1 - *)$ JN 

n, posons irt* ^ +2+ | e nom bre complexe 1 - z n'est pa* n , , ^‘ I 

ce qui permettra de ^ ^ donc Ja propriété est vraie pour l'entier l J.’ °S 

“ T *^L » éeal à 2 . Supposons U propriété vraie pour l'entier n~j, J'*». 


Rappelons qu'au précédent chapitre nous avons introduit, pour tous entiers na, Ureli 
n et p. l'entier CJ et que nous avons démontré l'égalité C■ J = *1 p ç „ 

Formule du binôme de Newton. Pour tous nombres complexes z et z’ e , m 
tout entier n supérieur ou égal à 2, on a 

(j + j')" = z” + Cl,z n ' , z' + ■ ■ + C k z" k z' k + ■■■ + C^-'zz 1 ”- 1 + z* , 

Démonstration. La formule se démontre par récurrence. Il vient (z -h z*) 2 - 
: 2 + 2zz' + z n . Puisqu'on a Cj = 2, la formule est vraie si n =s 2. Soit n un entier 
supérieur ou égal à 3. Supposons la formule vraie pour l'entier n ~ 1, c'est-à-dire 
que l'on a (z + a')"' 1 = a"' 1 + ■ • • + C.,î n '‘ _ 'V'’ + ■ ■ ■ + a'”-'. On en déduit 

(a + zT = (- + «'H* + a')" ' 1 = a(a + a')’- 1 + z\z + z')^' 

= a(a"-’ + - + C*_, *»-*-V* + ••• + *'-')+ 

+... + + ... + ^-iy 

= z "+-+(c n ‘. 1 + c;:,V-v* + ... + a-. 

Or nous avons démontré page 28 que l’on a l'égalité C* . + C k ~‘ - C k «sur tout S 
coder * tel que 1 < * <n - „ s ^ ult + J* = ‘J’. ! fcÆ + “ ! 

« qu'il fallait démontrer. 7 + + C " Z ‘ +, " + î 'î! 

cette proposition jusdfie la définition suivante. 

Définition 

et p «ont des entiers naturels tels 
t-otffiatnts bmômùiux. 

•* et* KouBiua couprexEs • C -, A , l 


I 


que p ^ ni les entiers C% s'appellent les 


: Roppelez-vooi : pour calculer les coefficients binômrau* CJ pour des ' 
pehtes voleurs de rr, il eu commode d'utiliser le Iriongle de Poscol. 1 


. Conjugué et module d'un nombre complexe 

I Définitions 

Soit z un nombre complexe. Posons a = z et b = z. 

► Le nombre complexe a - tri s'appelle le conjugué de z et se note z. 

- Le nombre réel Va 2 + fr 2 s'appelle le module de 2 et se note | 2 f. 

Remarques 

- Le module d'un nombre complexe est un nombre réel positif ou nul. 

► Pour tout nombre réel a, y/a* est égal à la valeur absolue de u : le module des 
nombres complexes prolonge la valeur absolue des nombres réels. 


Formulaire 


r = Z Z| + 22 = 

= 2] + 22 2i2 2 = 2l 22 l/z = 1/2 

#Uz = 

^(2 + 2 ) JmZ = 


2 € R *=> 2 

= Z 

Z C Ri > 12 € R ~ï —é 2 — ~*2 

|a| 2 = zi 

1*1 = 

|2| l22 ; | = |2| |2 f | 

|1/2| - 1/1*1 

r 

Z -0<* \z\ = 0^ 


(•--}-*) 

»»♦ 

II 

-<l to 

If 

II 

TT 

|a+ *'!*-1*|*+ 2*.(a'*) + |*'|’ 


Contentons-nous de démontrer quelques-unes de ces formules. 

- Si 2, = ai + bit et z 2 =* «2 + fc*. alors on a 2 iz 2 = (ûi^ “ b M + («tfr + a ^) t 
r x Si= (ai - 6 ,«)(a 2 - bit) = («i«* - àM - (a,b> + < 4*1 )<• U s'ensuit -iT Z- 

- Si z = a + bip il vient zi = (a + W)(a - fri) - a 2 + fr 2 = kj 2 - 
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JS* ■ 'JÏ* H* “ “ l “ ,im •“» • nSf 

J un «-*« „ formule- N*. evoru* 

Enfin, démontron» * — _ -')(; + P) = rf + i'i + ip. ■- 

|i + ,f = (r + -*')(-* + * ) ' < - ■ - 


7 + i'P 


J - W+* + NT* 

réelle et U partie imaginaire d'un nombre complexe de la k 
Pour calculer U parte rée lle p ^ d#non)UMh . ur par le conjugué de a, ce q ui dc 

■ /: ' m mUl ^ nl^ rtertiéte expressioa le dénominateur es, un n„ mbre , 

2 jz = - :/l : ‘ ■ 


. On , 


£-£ 


2*~r 

ipw- - 

QH- Dlgn) (2Ç+JME-Ü = Ü£/-li - 2-- 

= ! —I57T1Î 5 — * (2T^T? |2*-»I j |2*-H 2 ' 

)U1 . - | est un nombre réel et puisque c - i = 2,./~ a, on en déduit 

_ , 4M* - 1 /_ ,» = _ l -ft»- 

• rf '-' = |2 TT? ' |2a - 1| 2 


Remorque 

Soient a.b.r.d des nombres réels. Daprés la formule sur Je module d'un produit, on a 
l'égalité \(a+tnHc+di)l 2 =\a+bil 2 \c+dt\ 2 . Puisque (a+bi)(c+di)=(ac-bd)+(ad+bc)i, 
on en déduit l'identité 


(de - bd)’ 4 (ad 4 6rj’ — (a 2 4 6 2 )(c 2 4- d 2 ). 


Cette identité est intéressante lorsqu'on l'applique à des nombres entiers a, 6, c,d : 
un entier de la forme i 3 4 y 1 , où x et y sont des entiers, s'appelle "une somme 
de deux carrés"; par exemple, 5 = l 2 4 2 2 , 13 = 2 2 4 3 2 et 41 = 4 2 4 5 2 sont des 
sommes do deux carrés, mais 7, J1 et 19 n'en sont pas. 

•Si a. b.r.d sont des entiers quelconques, le membre de droite de l'identité est le 
produit de deux entiers qur sont chacun une somme de deux carrés; le membre 
de gauchi* étant une somme de deux carrés, on a le résultat suivant : 

P it dt diux tnhers qui sont sommes de deux carrés est une somme de 
deux carrés. 


U ™ n *' Pn ' mmbn ""¥*» \z\ et \0 m a| < |i|. 


Poaons “ = •«*-• <* 4 = •/» a. On a 
> La fonction racine carrrfa» *» rm 


racine carrée étant croissante, on 



*• ’*» wjimmei ivHirttxn, 


r’MAi* l 


e n déduit les inégalités \/a* $ Va 1 4 & ci V& £ Va 2 4 b 2 , c'est-à-dire |aj K Va 2 4 b 2 
e t |èf ^ v/u 2 + fltt'il fallait démontrer. * 


\ n éga\ité triangulaire. Pour tous nombres complexes z. z r , on a \z 4 Z 1 ] ^ |<zj 4 \z% 

Démonstration. Soient z et z* des nombres complexes. Puisque j z 4 z'\ est un 
nombre réel positif ou nul, on a |;42 , |<|2|+|*'| si et seulement si |z4z'| 2 <(|*|4|z'|) î . 
Calculons la différence ( fzf 4 \z'\ ) 2 - \z 4 z'\ 2 . Il vient 

( \z\ 4 \z'\ ) 2 - \z 4 A 2 = \z\ 2 4 2\z\ \z’\ 4 Jz'l 2 - ( |z| 2 4 2 âR*(z'z) 4 |*'f 2 ) 

= 2(|/f| -âfo(a'f)). 


D'après le lemme précédent, la différence |î' 2| -^(z'z) est positive ou nulle. On 
en déduit l'inégalité ( |*| 4 \A ) 2 - |z 4 z f \ 2 è 0, ce qu'il fallait démontrer. • 


Corollaire. Pour tous nombres complexes z, z*, on a 1|z| - \z!\ | ^ \z - z r f. 


Démonstration. Soient z et z' des nombres complexes. On a z = (z - z*) + z*. 
D'après l'inégalité triangulaire, il vient \z\ ^\z~z?\ + \z!\, c'est-à-dire \z\ — \A^\ z ~A- 
De même on a z' = (z'~z)+z et l'inégalité U'I —|*f «f- Puisque z’- z^-(z-z’), 

on a Iz' - *| = I - 1| N ~ A = \ z ~ A- 00 a ainsi démontré que \z\ - \z’\ ^ \z - A 
et - ( |*| - \A ) < \z ~ Ar d'où le résultat. * 


Red nos carrées d'un nombre complexe. Nous avons vu que tout nombre 
réel non nul possède deux racines carrées opposées. Plus généralement, nous allons 
montrer que tout nombre complexe non nul possède aussi deux racines carrées 
opposées que l’on peut calculer explicitement. 


Proposition. Soient a et b des nombres réeb. Supposons b f 0 et posons £ - l si 
b > 0 et fs -1 si b < 0. Les racines carrées de a 4 bi sont les nombres comptons 


, = _L y/tf 4 b 2 +Ô 4 ieyfÿja 1 4 è 2 -* a ^ et 


Démonstration. Soient i et v des nombres réels. Puisque (T 4 yi) 2 =a' 2 -it 2 42 jr|ri. 

on a l'équivalence i 

( x — jr = u 
(J4|p) 2 = u46i« | 


2 xy ~ b. 


Si (x + yiŸ = a + bi, il vient P + V* = \x + yi| J = \(l + lflV| = 1« + «I » J* 2 +&■ 
Nous avons donc a fortiori l'équivalence 
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(j + y) 2 


a + ln~*{ 2l » = 6 




„ „ k—- '• * “ r™***' * " ** x 

obtenons / 2X 3 = y ^a 2 + b* -f a 


(j + lri) 2 = û + W ' 


2y 2 
k 2xy = 6. 


= \/fI 2 + ft 2 ~ G 


Puisqu'on « t>>0, les nombr es réels «y/J+V-a 

tifs, donc il vient * = JTiïTÏÏTa et y = -^ vWT^ 


a où y 


P<* 


jrs, uum h - ^i- - ^2 u : 

, t y = ti. L'égalité 2xy = 6 implique que xy a le signe de b, c'est-à-dire 
■ on a un = <r. En choisissant u=\, if vien t v = f ce qui donne la racine ca 


l'on a uv = £. tn cnoisissam u - */ » - ---- -i«* uuiuk 

: = X + ü + i f /7^TP^). Si z' est une autre racine 

a + bi, alors nous avons z 2 = et z ^ z\ donc z' — —z. 

Exemple. Calculons les racines carrées du nombre complexe 3 - Ai, 

’our tous nombres réels x et y, on a les équivalences 


carrée 

«née ^ 

I 


(x + pi} 2 = 3 - Ai - 


[ Z 1 - y* = 3 

;*w =5 


y 2 = 1 

xy = -2 


2xy = -4 

(* - 2.jr = -1) ou (x = —2,y = 1). 

Les racines carrées de 3 — 4i sont donc 2 — i et —2 + i 

Argument d'un nombre complexe 

^trrr d r ,onc,ions «*. « sinus . 

nombre rte, « e (o™^ * + * = *• alors « existe un unique 

- Pour tous nombres réels , « , = ®' 

res réels * et j, on a l'équivalence 

(co 6 x = co 6 yet S m I = sin > g 

- Pour fc A, X - y = 2*7T, 

0ur toü * nombres réels 6» «* 

et tonales formules d'addition 

CH.,, 


si 2 un nombre complexe non nul, nous avons {<#» zf + {&** z) 2 = |z| 3 donc 
/ ÿfrj. ) + ( ) = 1 ■ Par suite, il existe un unique nombre réel <3 e [0, 2 jt( tel 

que W 2 * l 2 l C08 ^ €t 2 = |z|sin0, c'est-à-dire tel que z = |z|ras0 + i|zf&m0. 

I Définition 

pour tout nombre complexe z différent de 0, l'unique nombre réel B € [0. 2tt[ tel 
que z = |z| (cosfl + isinfl) s'appelle Y argument de z et se note Arg;. 

Si ip est un nombre réel tel que z = |z| (coh y? + isiny?), nous avons coh y> = ro« Arg z 
et sin y? = * in Ar 8 5 * P ar conséquent (p = Argz + 2kn où k 6 Z. 

Si z et z' sont des nombres complexes non nuis, alors par définition de l'argument, 
on à l'équivalence : z = z' *> ( |z| = |z'i et Argz = Argz'). 

dotation. Soient x et y des nombres réels. S'il existe k € Z tel que x - y = 2kit, 
on note cette propriété x = y \2n\, ce qui se lit « x est congju à y modulo 2 ir ». 

Avec cette notation, nous avons l'équivalence 

( cos x = cos y et siax = siny) <=> x = y [2 tt] . 

On en déduit que si z est un nombre complexe non nul et s'écrit z = |z|(cosv+*siny?), 
alors Argz est l'unique nombre réel de l'intervalle [0,2 ît[ tel que Argz = ¥?P*J- 

Proposition. Pour tous nombres complexes z et z' différents de 0, on a 
Arg(zz') = Arg z + Arg z 1 [2ir| et Arg(l/z) = - Arg z [2ir]. 
rvAms*n<tration Soient z et z‘ des nombres complexes non nuis. Posons 9 = Argz 

«- = | 2 ||,’| (costfcoey - sinSsiiifi' + i(sinffcos»' + co.tfsin»') ) 

= | 22 '| (cos{e + tf') + tsin(e + »')) 

d'où la première formule. aaA .. 

D'autre part, ou a l/a = Iflf et * - W <«• - °" dWu " 

I = -J- (coe(-0) + i sin(-0) ) 

z w 

d'où la seconde formule. 

2 tM 0 et mur tout entier naturel n, on a 

Formula de Morere. Four tout nombre réel 0 et pour 

(cosfl + i sin ») n * coe n9 + «sin n». 
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soi, fl un nombre i*L Démontrons la formule par 
Dénionsfta^ 0 * _ L irsdUC . n - 0 ou n = 1 • So^ ri un entier supérieur 

O* forn,U ' e fomute^aie pour l'entier n - 1, c'est-à-dire su pposo ^% 

(cw<ï+< « n tfr=^«*^+‘ 6inÉ, )' , ' ,(cose+ ‘f n<,) 

= (cus(n- 1)0 + f «in(r» - i)0)(«»0 + isinfl) 

= (r«s(n - l)fl rosfl - sto(n - 1)0 »in 0) + 

i(cu«(n — l)fl sin0 4- sin(n — 1 )fl coh flj 
= cos n6 + i sin nO d'après les formules de trigonométrie y 

Corollaire. Pour tout nombre complexe z différent de 0 et pour tout entier naturel 
m, a Arg(, B ) = n Arg, [2,) et |,"| = |r|". 


1 


Démonstration. Soient : un nombre complexe non nul et n un entier natu^j 
Pour simplifier, posons B = Argz, de sorte que l'on a z = Jz|(co80 + isintf). D'après 

• /ij. w_i._ _ :i _a. l_in/_ a ■ - — ft\fi _ . * ** 

donc 


la formule de Moivre, il vient z n = |z|"(cos0 -f isint?) , ‘ = |z n |(cosn0 + ialnnt 


Arg(z n )i=N0(2>r] et \z n \ = |z|". 

Proposition. Soient n un entier supérieur ou égal à 2 et a un nombre complexe 

différent de 0. Pour tout nombre complexe z, on a z n = a si et seulement si \z\ = r/u 
. . Arg n 2k-T , . 1 V l I 

et Argz = —— + =—, ou k est un entier naturel tel que k ^ n - 1. 

Démonstration. Supposons =a. On a |,|" = [,"| = |o| d'où \z\ = De 
plus, on a Arg(j") = Argo c'est-à-dire n Arg, = Argo[2ir]. Il existe donc kel 
tel que n Arg ; = Arg a + 2kn ou encore Arg, = + ?kn p ui ^ u . on a par 

dation 0 < Arg, <2, et 0 < Argo < 2x, on en dé2uit 0 £» Arg a < 2r,rr donc ' 

T<k ^n^LZ TH ^ < ^ < ^ & divisant P ar 2 *' n0US 

R j. v k Ç n - 1 puisque k est un nombre entier. 

w-«r»,,” PI Sî‘ t '£ LT “ 

2 ~ l ; l"(cosArg,-f t s j„ Arg 

= H (œs(n Arg ,) + i s j„( n Arg ^ j 
= H(cc*Ar gn , + i 8inArgQ) = û B 

Exempt [ 

= 2 «* '« nombres complexes 


« Us 


XOMUKrs r'OMeLfcXES 


t’HAP 3 


î 


I définition 

Une racine rt-ième de 1 s'appelle une racine n-ième de l'unité. 

1^5 racines rt-ièmes de l'unité sont les nombres complexes cos(2k7r/n)+i8in(2kir/n) où 
te est un entier tel que 0 ^k^n- 1. Toute racine n-ième de l'unité est donc une puissance 
du nombre cos(27r/n) + iain(27r/n), car d'après la formule de Moivre, on a l'égalité 
cos(2tor/ n ) -♦* isin(2kw/n) = (cos(27r/n) + imn(2n/n)) k pour tout entier naturel k. 
Toute racine n-ième de l'unité est de module 1. 

Puisque deux nombres complexes non nuis sont égaux si et seulement s'ils ont 
même module et même argument, la proposition précédente affirme qu'un nombre 
complexe non nul a exactement n racines rc-ièmes. 

Exemple* 

► Les racines carrées de l'unité sont 1 et -1, car pour tout nombre complexe z, on 
a les équivalences z 2 - 1 - 0 <=> (z - 1 )(z + 1) = 0 <=> (z = 1 ou z - -1). 

- Us racines cubiques de l'unité sont les nombres l, cos(2nr/3) -K isin(2x r /3) — 
-fl/2) + (v/3/2 )i et cos<4tt/ 3) + ïsin(47r/3) = -(1/2) - (\/3/2)t- 
On pose traditionnellement j = -(1/2) + (n/3/2)*, de sorte que les racines cubiques 
de l'unité sont 1, jet). Remarquons que l'on a jf = l -tfl -»■ = •» _ 

Enfin, puisqu'on a les égalités 0 = f - 1 = U ~ DU 1 + J + »' on « dédu,t h 
relation 1 + j + J 2 = , , 


.. w» > ■%- -irjr: ïtzïïiz 

”■** «“P 1 ”' r- d “^7” d ” al»l Ml «. g«M-' “I™" “ 

racines n-ièmes lorsque nï 3 - dans ce c*,. 


racines u-ièmes lorsque 
fonctions cosinus et sinus 


4 . Application à la trigonométrie 


. _ ç m a i 0 rs pour tout nombre réel B, on a 
La formule de Moivre affirme que p (cœS+ lsiu fl)" selon la formule 

cosnfl + tsinnfl = (cosfl-l- tsinS) • En PP des puissanœs d e 

du binôme de Newton, on expnme cosnfl et 
cos# et sin^. 
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^ 0,. “ d “' w “ ■*" ■" S» 


|i = r<w J tf + 3icos' 


:o6 2 0ninB - <U-i#>0mn 2 0 - » «in 3 / 


d'où f cou3» - ca ^Ô - 3co60sin 2 ft 

{ s iii30 = 3 cos 1 fl si» ^ _ àn 3 ». 

En utilisant l'identité ta?» + «n 1 » = '■ « v,ent 

f coë30 = 4cos 3 0-3cofi0 

1 sin ',W - 3 sin 0 - A nin 3 0. 

Réciproquement, on aimerait bien exprimer les puissances coh "0 et sin"0 au moy,, 
de nombres cmkO et sinW. Cela est utile, par exemple en analyse pour calculer 
des primitives. Expliquons comment obtenir de telles formules. 

lemme. Soit 9 un nombre réel. Posons z = cos 9 + tsintf. Pour tout entier positif n 
an a 2co«ri0 = z n + -L ei 2isiun0 = z n - ^ ■ 

Démonstration. On a |«|=1, donc z^O et \z n \ = \. Il vient donc \/z n =z*/\z n \ 2 zz? 
et z* + \fz n = z n + r* = z n . D'après la formule de Moivre, on sait qu* 
cosnÉl = 2 " d'où l'égalité 2casn0 = z" + \Jz". De même, on a sinrcfl = . 2 » 

et 2 » - 1 / 2 " = 2 ri - F = 'li&tHr z n . d'où 2isin n& = z n - l/z n . a 

Exemple. Soit 9 un nombre réel. Posons z = cos 9 + i sin $. Nous avons 

2 W0= ( 2 +I) =2 4 + 42 2 + 6 + 4-^ + — 

z z 4 

~z + +4 ^ + 6= 2cos40 + 8cgs20 + 6 

« l'on obtient la formule «*<S = i «*40 + I «* 2tf + 3 

Nous avons également 2 8 | 


donc sin 5 9 s X 


2 ) z ^z 3 + 102 - loi + 5_L_!_ 


1 Or sin 30 -P 20 ï sin 6 


1q üiii 50 j «in 30 + | 
0 


LE» MlMUHfjj ( 


r„„ , 


Exercices ■mhhhmhhh 

1. Calculer sous la forme x + yi, où x et y sont des nombres réels, les nombres 
complexes z tels que 

a) ^ + 4 ~ 0 b)2 3 + l= 0 cj 2 3 + 2x = 0. 

2. Calculer sous la forme x + yi, où x et y sont des nombres réels, les racines carrées 
des nombres complexes : 

o)1+ ,V3 N 5 + 12* c) 5- 12t 

3. Calculer les racines quatrièmes de i. En déduire co8(tt/8) et sin(?r/8). 

4. Soit z un nombre complexe non nul tel que z 3 = if2. Montrer que le module de 
z est égal à 1. Calculer z. 

5 Soit z un nombre complexe non nul. Posons a = z + (1 /z). 

a) Démontrer l'égalité z 2 (a 2 -I- a - 1) = z 4 + z 3 + x 2 + z + 1. 

b) Montrer que o 2 + a - 1 = 0 si et seulement si 2 ^ 1 et z b - 1. 
d En déduire que l'on a coe(2îr/5) » (ï/ 5 - l)/4. 

d) Calculer cos(tt/ 5) et cüs(tt/I0). 

^.Soit z un nombre complexe de module 1 tel que z $ R et soit a un nombre 
complexe. Montrer que |a-*| = |l- az\ si et seulement si a est un nombre réel. 

7. o| Déterminer les nombres complexes 2 tels que |2| = |1 + *1- 
b) Déterminer les nombres complexes z tels que |*| » |1 + A - 1- 
ri Déterminer les nombres complexes a,b,c tels que |a| - |6| = \c\ = I et a+6 + c = 0. 


8 . Soit z un nombre complexe différent de 1. * ^ 

1 + 2 1 — \z\* * 1_4 

o) Montrer que l'on a ^ ” = ** 1 - 


1 +z y o.&**z 
l-z \l~z\ 2 


or Montrer que 1 un a ^ ^ ^ fl - 2 ) 1 - 2 (1 - 21 

b) En déduire que a est de module 1 si et seulement s'il existe un nombre réel f 

. , ti + 1 

tel que 2 = ^ _ j * 

9. Soient o et b d« nombres réels tels que 0 * 6 . Montrer que pour tou, nombre 
complexe z, on a l'équivalence |, _ a| = |z - 6 | = (o + b)/2. 

10. Soient u et u des nombres complexes. Démontrer l'égalité 

| u + „| 1 -| u -«| î =4aü.(u«-). 
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f|. Soit a un nombre 

po*« = (l-n)/vft \ \ 


complexe. Cor**™ '^ uaHon "> * -* -<^où * çc 

- V) k 

a| Calculer |u|, w 2 et («)“• 

, - <> Trouver toutes les solutions de l'équation (•). 
b) On suppose a = 0 irnuvLr 

dSo)t :6 C. Montrer que l'on a #*• I - 2 ) ”1*1 ^ 

40b vuppo* que lotion (•) a au moins une solution. Montrer qu* ^ 
imaginaire et que l'on a .*»(«’) < « En dtUutre que o = |c|C. 

t)On suppose que « = !«|û- 
0 Montrer que n/2 est solution de {*) 

(Üj Soient : et z* des nombres complexes tels que z* = z + (a/2). Montrer qi^ 
est solution de t») si et seulement si 2 - iz = 0. 

0 Résoudre l’équation (•). 

Il Posons E C\ {-/f. Soit / : £ — C l'application définie par f(z) » Lzi 

~ * + i ** 

que soit z € £. 

c) Montrer que l'application / est injective. 

N Montrer que pour tout on a 1 - /(*) ^ (). 

c) Démontrer l'égalité f(E) — C \ (l}. 


d)Soit z € £’. Montrer que 1 - j/(z)| 2 = 4 


./m Z 

I* + l | 2 


•I Notons 1/ l'ensemble des nombres complexes de module I. Montrer que l'on i 

/(Rj = u\ fi}. 

U. Soit « un nombre complexe tel que | a | < J. Posons D={zçClhl<l} et 

V «• ( a € C | |a| = i}, 

«(Soit r un nombre complexe tel que UK I. Montrer , 


que 1 - dz ± 0 et que 
l - '• ~ _ (J — M*)(l — Ul*) 


U-flif |i -dîl 1 

W Montrer qu'un nombre complexe 


appartient à D. 


: appartient h D si et seulement si 

1 -02 


«I Montrer qu'un nombre complexe 


d PP*rtient à U. 


appartient à U si et seulement 


^ !*** f ' D D l'application définie 
w^vlion. 


P ar f(z) — Montrer que 


• 1Z± ï 

81 I 

/ est un* 4 


* t ts « 




COMPLEXE* f, 


’hap ] 


XJ 4 .Soient r un nombre réel et n un entier positrf. Posons * = «ax + ,sin* et 

û = c«i(x/2) + isin{j-/2J. 

a) Soit p un entier positif. Montrer que l'on a z* - 1 = 2ia'sin(p t r/2). 

b) Supposons z / 1 . Montrer que l'on a 1 + z + • - • + 2 n = **• sin (( n ^ U J / 2 ) 

sitï(x/2) 

c) Calculer les sommes 1 + eoex + • • + co»(nx) et sinx + sin(2x) + ... + niii{nx). 

d) Montrer que l'on a C? + C\z + . • • + t™z n = (2ct*(x/2)) V. 

«) Calculer la somme C® + C\ cos x + ■ • + eus nx. 

^15. Posons ; * cofi(27r/n) + rsin(2s , /n) / où n un entier supérieur ou égal à 2. Soient 
a un nombre complexe non nul et o une racine n-ième de a. 

a) Montrer que les racines n-ièmes de a sont les nombres complexes a,zn,. ...z n ~ l a. 

b) Montrer que la somme des racines n-ièmes de a est égale à 0. 

<J Soit k un entier naturel. Montrer que z k - 1 si et seulement si k est multiple de n. 
J) Posons u> - z n(n ' l H 2 . Calculer J 1 . En déduire que l'on a ut = (—1 ) r,_l - 
•) Montrer que le produit des racines n-ièmes de a est égal à (-lj n_, o. 


Quelques réponses ou indications mmmm 

1.o|Ona: 1 +i = (r î + 2ij(*’ - 2i). 

b) L'argument de -1 est égal Â ir, donc les solutions sont les nombres ec* § +t»tnf = 
x/3/2 + (l/2)i, cos(f + ?)+»*n (f-b?) = -l et {f + f) + 1 (f + = 


v/ 5/2 — (l/2)i. 


/J* / - 


, ? x. ü 

2. o] Les racines carrées de 1 + ïi/3 sont ±((\/6/2j + *(>/2/2)). ^ ^ ^ * ■ 

b) Les racines carrées de 5 + I2i sont ±(3 + 2i). \ 

c) L« racines carrées de 5 - 12i sont les conjuguées des racines carrées de S + 12». ^// 

4. On a lap = |J 3 | = |»/f| = 1/1*1 donc |î|' = 1. 

i cl Montrer que les solutions de l'équation x 3 a-x - 1 =0 sont 2cca(2x/5) et 2c«(4e/S). J 

6. Calculer (a - z)(a - z) et (1 - ni)(l ~ ai )- 

7. b| Utiliser a). 

d Soit «>r une solution. Puisque a n'est pas nul on peu. peser 6' = 6/a et d = r/a^On a 
alors -/al+Hrl |Jt| « 1 » | - 1 3 ! - M + ^l, de sort» qu'on peu a^ b,.Jr po«m. 
j = -(1/2) + (v/5/2)'. les solutions sont (a.6,c) - {..y.-l )<>“( ■■ 
r est un nombre complexe quelconque de module 1. 
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. M r' imaRinaiw et de partie 1*^ 

»— h» • -—** '»*** 1 “ • « 59 $ 

^«tatHW.**» 1 " antJfm r <W- 

Pou, tout nombre «****' " , n J pas de sülutu-v S. a = \a\ü alors dW 

* 4 M. *» *** d 'ZZuHm de (•) «•* 1“ n ‘ >mbres + <“/2>. OC I ^ 

Utiliser ldi 

|Ss Ml < Jk>rs ,dii < ,_ 

|0nJJ ,-*>1. 

1 Lnl ‘T 1 , + l P«taiU formule du btndme de Newton. 

'Oewoppit n ,. aués «ni des racines n-iirtnes de « et ils sont deux * d 

I Us nombres .omple.es .nd.qués sont u evr 

différents. 

|U—l + r + ■• + ;*' 1 est égale 

lOkuiwt^umen^ ^ J = ± 1 .De plus, on a légalité w = 1 si et -wulemen, , 
î^tber n,u - 11/2 est multiple de n, Cest-Wire si et seulement s. n est unpat, 

J Utiliser |o) et (d) 


« l*^(««a, UPUw CjM t 


Chapitre 4 

Matrices 


Ce chapitre est une introduction h l'algèbre linéaire. Nous y présentons le calcul 
matriciel, un outil qu'il est essentiel de maîtriser. Dans ce chapitre, la lettre K 
désigne Q, R ou C. 


Définitions et règles de calcul 


Définition 

Pour tous entiers positi/s n et p, une matrice n x p à coefficients dans K est un 
tableau d'éléments de K à n lignes et à p colonnes, que l'on note 
an ••• ûjp 

ûnl ' . 

ou en abrégé [«.,]. Les a t) s'appeUeni les coefficients de la matrice; le premier 
indice est celui de la ligne et le second est celui de la colonne. 


Soient A=\a,,\ et B=[M «es matrices nxp. On a et seulement. i ^ pour 

tousi€{l.njetiefl,....P). Ainsi .es matrices [ 3 J et [ , 4 j ne son, p. égales. 


Notation. L’ensemble des matrices r. x p à coefficients dans K se note .W„,(K) 
et plus simplement M n {K) si n — p* 


Exemples 

- La matrice de A/ 2 > 3 (Q) définie par « 
«23 — 5 est la matrice [ i _ 2 5 J ■ 

► U matrice de A/ M (Q) définie par - 


= 1 , cii2 = 2 , o 13 - 3 , an ^ 4 , 022 - 2 «* 


= 1 - j est U matrice 


0 -1 

1 0 

2 1 


4.1 définitions et réglés de calcul a» 
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. |j jnjiric* « » P J«"» '«*» k - cw,fi< ‘ knlS nub * n ° ,e P" COmn 'odit# , 
«‘appelle U matrice nulle. 


I Définitions 

[ une matrice qui a le même nombre de colonnes et de ligne» est dite carrf t c 
J A foil une mMricc L,,rrtV lvH n<,mlws "" ‘' Appellent le» coefficients dia^ ^ 
I Je 4 on dit que la matrice I est diagonale si l'on a u, ; -• 0 dè» que i ^ . ?** 

I fit trwtguMr* inferieure si tm à a tJ “ fl que i < j et qu'elle est 
I .lupfrirurf si l'on a u tJ = fl dés que i > j. ^ 

Pour ce qui est des matrices 2 x 2, les matrice» diagonales sont celles de [ à f 0 

[ô il- |CT trUn * ula "'-"’ wnt lcs ma,ri «* [;“] ta» Wangul^ 

supérieures sont les matrice» I I. 

Définitions 

Une matrice à une ligne s'appelle une matrice-ligne et une matrice à une colon* 
une matrice<obnne. Si A = [uJ est une matrice n x p, la i-ième ligne de la matri 
A est la matrice-ligne [«u «.p) et la j-ième colonne de la matrice 4 est la 

matrice-colonne 


Exemple. La deuxième ligne de la matrice 
troisième colonne est 1 

k i. 


13-10 
0 5 12 

-2 0 13 


est [0512] et 


Opérations sur les motrices 

J'V "*! 1 T! Um ' mitnCÜ de ""* (K) * Si A6K ' "° te W b «■«** de 
"" K) donl le COtffid ‘- nl 4 runcdian de b ligne . « de la colonne j est A a „. 
Par exemole. si A = \ 1 0 2 1 a | ors 3> j _ f '3 0 6 i 


Par exemple, si 4 

p l , -a ij- —— - t 3 _ 6 J j. 

^117 ,K aUMi Simple ' °" définit U SOmme « Ia de deux matrices d 

A B b rv ", ' P a' ,! ~ *' B ~ sont des m »Wœs de A/„, P (K), on noi 

r ma ne* e K) dont le coefficient à l'mtersection de la ligne i 
u colonne j est „„ +4.,. De même, on définit A - B = [ flj , - b t] \ 

Par exemple, si 4 


et de 


r? j-jn 

’ 7 6 

5 41 

1 -1 0 1 et 0 = , 

0 0 

l 0 

.0 ü -2 3J 

2 

-3, J 


alors 


MATRK4J Ciu*. é 


4 + 0 = 


9 

1 

-1 


6 4 5' 

-1 I 1 

2 -5 7 


et 


4-0 = 


-5 -6 -6 -3 
I -1 -l 1 
1 -2 1 -1 


Autrement dit - multi P l,er unt ' tt^tnee pir un élément de K, ajouter et retrancher 
j** matrices se fait coefficient par coefficient. 


Mou» allons maintenant définir le produit de deux matrices, en plusieurs étapes. Le 
calcul du produit de deux matrices est une opération plus compliquée que la somme ou 
la différence : pour effectuer ce calcul rapidement et sans faute, il faut de l'entraînement. 


Définition 

Soient 4 = j a * ‘“ M une matrice de A/^fK) et fl 




une matrice de 


W 

A/ p i(K). Le produit de 4 par fl, noté AB, est la matrice 1 x 1 dont le coefficient 


est tij&i + *• * + (ipbp. 


Exemple* 

- Si 4 = [ï 2 1] et 0 = 

». Plus généralement, si 


3 1 

1 L alors 1 x3 + 2 x (~ 1 ) + 1 x 2 = 3, par suite AB = [3). 

2} pi 

.4 = (a b c] et si B = I V , alors AB = [ax + by + cz ]. 


I Définition 

Soient A une matrice de M ntP ÇK) et fl une matrice de A/ P> 1 (K). Le produit de 
A par B, noté 4fl, est la matrice n x 1 dont la i-ième ligne est le produit de la 
i-ième ligne de 4 par la matrice-colonne fl. 


Exemples 

*- Soient A - 

1-2 3 0] 


1 -1 2 
-2 3 0 

0 l 1 
-3 0 1 


et fl = 


= |-5|, [OU) 


On a donc 4fl = 


. D vient [1 -1 2] 
= 10] et [-3 0 1 


1 
t 


= [- 2 ]. 


- Si a.b,c,d,x,ir sont des nombres, on a [ c j] [y] “ [ ex + dy j ‘ 


4.1 DÉFINITIONS ET RÉGLÉS DE CALCUL SI 
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, lH#rWU r .* **.< » 2 I,ügr 7"" i e {i,ï 
*«*,*»,. sot. I’ 3 „ cootfinon. <i.' '•> i*** >'K~ «, ^ ; « 

,4J ' U , |j mairie* |i * 1 1 I Par exemple, w p * 4, il viem * 

Mon» M «vffkirnt» *> nt 1,1 

juin **«* k« * u,w# — roi TOI 

rr 


/r» 


£j - 


et £4 


b ■* 

■ .. utile. U démonstration en est Immédiate : y 
\\wi un lemme importait ,j u jt matriciel 
«rappliquer la définmo" du P*-^' 

L s A «, un, ma/me » * P- “ P m * uil AE > k i*™ «*W** 4 

m»trut A 


Par exemple, si A 
de A. 


1 

1 1 


rr 

0 

2 1 

, on a AEi = 

2 

1 , 

Il 0 1 3 

1 

. 0 . 

2 

0 ij 



, qui est bien la troisième coJc#^ 

de A. 1*2 10 U L ' yj 

Voici enfin la définition générale du produit de deux matrices. 

I Définition 

I Soient A une matrice de A/ n .p(K) et B une matrice de j\/p i(/ (K). Le produit 
1 A par B, noté AB, est ta matrice r» x q dont la j*ième colonne est le produit dr 
A par la j-ième colonne de B. 


Ixemplei 

► Calculons le produit de 


*1 o r 

2 1 1 

3 0-2 


■ 3 2 

par 

-Il 

.4 -2 0. 


L 2 oj 


d'où 


1 0 {' 

i 

2 1 I 


3 2’ 


3 0 -2 


-l 1 

* 

.4 -2 0 


. 2 0 



l 


J * ÿ *'t sonl ^ nombres, il vient 

Cîlfc ;]■[ 


. On a 

0 I 
1 1 
0 -2 
-2 0 

‘ 5 
7 
5 
14 


’2 

1 

,0J 


ax + bj/ 
'■-r + djj 


* + éfl 
2 + r//J 


. Soient O et 1/ des matrices diagonales «xn.Si D à pour coefficients diagonaux 

</,.d fl et si tï a pour coefficients diagonaux rfj,... .<£, alors 

la matrice D + D? est diagonale, de coefficients diagonaux les d, + (f t , 
la matrice Di> est diagonale, de coefficients diagonaux les d^ij. 


31 WATkKt* 


Le produ it de matrices A U n'ts» défini que lorsque le nombre ^ 
de colonnes de A est égal ou nombre de lignes de B 

1 * •• '-* * fclW l l T I — ^ l «»■ l ^ilimi UMfcÉ^ldl 

Supposons que le produit de matrices AB est bien défini et notons L t la r-ième 
ligne de A et Cj la j-ième colonne de B. Alors dans la matrice AB, le coefficient 
à l'intersection de la i-ième ligne et de la j-ième colonne est, d'après les définitions, 
le coefficient de la matrice L,Cj ; ce nombre est a.j&j, + + * • ■ + Qi P b PJ , si la 

matrice A - [a tJ ] possède p colonnes et si B = | 6 tJ |. 

Définition 

| Soit k un entier supérieur ou égal à 2. 

Une combinaison linéaire des matrices A\. Aj .A* de Af n p (K) est une matrice 

I de A/n,p(K) de la forme Ai Ai -f A 2 A 2 + • • • + A*A*, où A|.Aj.As sont des 

I éléments de K. 

Exemples 

Toute matrice de Afi(R) est combinaison linéaire des quatre matrices suivantes : 

i: :]■ p ;]• p -;] - p ;i 

En effet, d'après les règles du calcul matriciel, on a pour tous nombres réels 

g^p ihvP'iM: :i 

- Si n est un entier supérieur ou égal 1 2, toute matrice de A/„,i(K) est 
combinaison linéaire de E,.£j . E„. En effet, pour tous *„*,.e K. on a 


— Jj £"t *f JT'2^2 + * * * + a*n En ■ 


41 DÉFINITIONS ET R FC. LES DE CALCUL » 


’-Tl ' 


* 1 ' 


-o- 


•0- 

J*î 

= *1 

0 

4-Jf 7 

1 

+ •■• + *« 

0 



.0. 


.0. 


.1. 
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1 (I 


,. - , fnnivt’r deux motrice U et C app irU ^ m . 
£ X #rci<*. A I» 1 ‘. „ ,f f Jlfj(R) vérifiant V/,1 * AM 


Af 2 f| 

w,| < 


telle* que t Je /I et C. 

des rt>mbina |S4ins . d ,„ ^he* rfrl». M vient 

r/ ül f I <>1 f 1 ,j l \ S if! Si <* M.-ulefmrnr si on a z * 2; « 0 

Onad«« "ïj oaJ’l 02 J l,<J n 

vi on a U m tt * ”* 


t w rrt'ts / et f «n a 

0 / 


Le» matnan fl 


h; :]-[:?] 

[jj jj répondent ainsi À ta question. 


matrix 

produit 


Pour la matrice ,1 de l'exercice précédent, nous constat,™ qu'il existe des 
U telles que AU / U A. Étant données des matrices A et II même s. les 
AD et U A sont définis, ils ne sont pas égaux en général. 

Notation. On note /„ la matrice n x « dont les coefficients diagonaux sont égj« 
i 1 rt dont tous les autres coefficients sont nuis. Par exemple, nous avons 

Ti n ni 


'■•[« ?] » '-[s l î] 


Réglai dm calcul 

Si A et fl sont des matrices appartenant à A/„ tP (K) et si À et /i sont des élément 
de K, un a 

• A 4- (fl f C) * {A f B) + C et cette matrice est notée A 4* B + C 

• A + B~B + A, A+Q~A, A — A — 0 

• AM 4 B) « \A + Ml (A + t»)A * AA + /M f 

• (Aji)4 - MfiA) et cette matrice est notée A/i/t I 


• I„A * A et AI v = A. 


î 


Ue plus, si C et l) sont des matrice* appartenant h A/,., (K), on a 

• A(/|r ) » (A/t)C » cl(AC') et cette matrice est notée A AC 

* ,A + ” dr +. oc rt /i(r 4 î» » +,4/j. 

, P^Priété* résultent de la définition des opérations sur les matrice* et do j 

r* V «" djn ' K : u + (fc + r , . (a 4 h) 4,, a + 4 . t + a , . + 0- S 

« - 0, «* - io, «(vj . (ai),. H o(t 4. c ) mab + J E 


Qn en déduit notamment que si A|,...,Ar sont des éléments de K, alors 
A (A]//| + A 2 B 2 + • • • + A r fl r ) *= A,a4fl, 4- \ 2 AD t + * • • + A r v4fl r . 

Voici la dernière règle de calcul pour le produit matriciel. 

teiruftt' Soient a4€aW n . p (K), /?eA/ P V (KJ ri CeA/ fl . r (K). Alors on a A(BC)^(ABjC 
ci cette matrice est notée ABC. 

p^^Qriftration. Pour tout entier j € notons Cj la j-ième colonne de 

C* Par définition du produit matriciel, la j*ième colonne de [AB)C est (AB)Cj et 
la i-ième colonne de A(BC ) est le produit de A par la ;-ième colonne de BC. Or 
la y-ième colonne de BC est BC Jt donc la j-ième colonne de A(BC) est A{BC } ). 
Soit X une matrice appartenant à j(K). Démontrons que l'on a = A(BX). 

sj \ t alors il existe r € K tel que X = [r] et dans ce cas on a (AB)X = iAB 

. t nx = *B> P ar suiu? (AB)X = A(BX). Si q Z 2, alors il existe n,r 2 . e K 

lu oue X = t\ E\ + •■* + D'après les règles du calcul matriciel, on a 

M/j) v = ti(AB)E t + • • +T,(AD)E, et AIDX) = t,A(BE>) + • • • + <* 

„ it oue (AB)E, est la j-ième colonne de et de même que BE, est a 
V^ème colonne de B. Par définition du produit de A par fl. U/** lionne 
de 4fl est le produit de 4 par la ;-iême colonne de fl. On en dédu.t que on a 

(AB)E, = A(BE,), pour tout j 6 {I.«}■ Par su.te on a (AB)X - A(BX). 

En particulier, il vient (AB)C, = MDCjï pour tout je {1.rj. A,ns. les matrices 

(AB)C et A(CC) de ,V/„,(K) ont les mêmes bonnes, donc elles sont égales. 

^ ~ inmmp c'est au’on peut calculer un produit de matrices en 

ESÏÏSllï - - » - *— “ 11 

“ ï a* <«™ "• — x e- * *- — 

correspondant aux parenthésages suivants : 

((AB)C)D . (MBC))D , A({BC)D) , A(B(CD)) . M*)< 

Mais d'après le temme, on a les égalités . 

MBOO = (MBO)D = «IKV» = mem) » • 

et ce pmd.it de matrices se note simplement ABC O. 

: 

I pomnéés». moi» * mu< __ __ _—- J 

L . se_—^ 

4 , pEFlîtrilONS ET tl£t!LES tlfi C'ALCUt. 
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• Pour tour*: ” 

Natation- ro« 

_^M( on nû» * wï 


AC AU*). <* P*»* A« = f n « t 


r*" ,J numa ‘ 


■ f « jî,ona /l°-/ 2 , 4' -,i rt 

,nufna* 4 - [ 0 «J' u 

•■-[J -«H» 


....» _ (| pour four entier A- > 2. 

On en déduit i I 

I ^fwjK). On dil que la matrice A est invmMt s'il existe ury, 
tft .W„|K) telle que AU - BA - L 


f 

Umme Soit 4 «w «artnc/ inversible de A/„(K ) Il existe une unique matrice U atfr . 
nantît A/n (K ) telle que AB=BA~L Cettematnees’allieImver^de A et*^ 

Démonftrotion. Soient H et C des matrices de M n {K) telles que AB^Ca 
ri vient C = CJn = C(AB) - (CA)B = l n B = B. 

Exemples 

► Ld matrice /I = [ ^ j] inversible et .4 1 = [ ^ 

► Pour toute matrice inversible .4 6 la matrice A -1 est inversible et I' 

(.4 ') '=d. 

- Une matrice diagonale est inversible si et seulement si ses coefficients diagonau, 
sont tous mm nuis : précisément, si D est la matrice diagonale de coefficient 

diagonaux «,.et si aucun des a, n'est nui, alors D 1 est la matrice diat» 

naie de coefficients diagonaux I/o,.l/ 0 „. C eia résulte du calcul du p„X 

ue deux matrice» diagonales, r 

' 

matrices, on peut sa ^ 4UC dans unf entre produits à f ! 

peut simplifier à droite ou à gauche par une matrice inversible. f 

,0n “ ^ a AC. M^u^Vg^u^"' Un t r - - inven,ib,e de M "W *“>“1 

gauche Par A 1 les deux membres de cette égalité. « 

*“**'“•** cw. a II 


Il vient v 4 Mi/ /I MC. Puisque A l A = /„, cette égalité s'écrit / n B = 7 n C. On 
a f„B = B et 7 » C = C d ' a P rès le» règles de calcul, d'où B - C. 

On démontre («J de la même manière. m 

proposition* Soient A et B des matrices de \f n (K). Si A et B sont inversibles , alors 
4 B est inversible et (AB)' 1 = B 1 A 

Qéntoottration. Soient A et B des matrices inversibles de A/ n (K). On a 

MZ?)(ZrM-‘) = A(BB~ l )A~ i = a 4 / n v 4 = AA* « /„ 

! et 

(£ l A~ x ){AB)mB l (A-'A)B = B 'l n B= B 1 B = ■ 

Plus généralement, si Ai,A 2 ,...,A r sont des matrices inversibles de A/„(K), alors 
le produit A\A-i • ■ A r est inversible et (A\A 2 - ■ A r )~ l = A ” 1 •• • Aj ‘Af 1 . Un produit 
de matrices inversibles est donc inversible. 

En particulier, on a le résultat suivant. 

Corollaire. Soit A une matrice de M n (K). Si A est inversible, alors pour tout entier 
positif k, la matrice A k est inversible et (A k )~ l = (A~ l ) k . 

Introduisons une dernière opération sur les matrices. 


Définition 

Soit a4 = («éjl une matrice de A/„ iP (K). On appelle transposée de A la matrice de 
Mp n(K) dont le coefficient à l'intersection de la ligne ï et de la cokmne j est 
üj,. Cette matrice est notée f A. 


Exempta. Si A 


! 41 "[**'*]' 


Remarquons que, d’une manière générale, la i-ième ligne de ',4 est U transposée de 
la i-ième colonne de A et la j-ième colonne de ‘A est la transposée de la .i-ième 
ligne de A. 

Propriétés de la transposée 

o)Si A et 0 sont des matrices de M,,(K) et si A est un élément de K. alors on . 
<(■*) = A. '(A4) = A'j4 et , {A + B) = , AA- , B. 

41 DÉFINITIONS et règles de CALCUL 5J 
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a, a/,,(K). «• * W = 'c’M. 

«O.»» * c *' * ”■ "T *** ^ « », 

d S J « —,f.pr»««'M M) _ >/„ - ; a, _ 

. Matrice» éléoientoire* 

,n».pr supérieur ou égal à 2. 

** " Un 1 ’Z ,, 2 n) et pour tu* nombre a € K tel que a , 

" ^ mllTL'trice diagonale de Af„(K) don. le -ième coefficient di^ 
7j‘i 1 „ don. les autres coefficients diagonaux son. tous égaux à 1. [ 

1 note T.A A) la ma.nce de W n (K) don. les coefficrentir dragonaux son, ^ 
j 1, don. le coefficient » l'intersection de la ligne , et de la colonne j m ^ 
à A et dont tous les autres coefficients sont nuis. 

Exampto* 

► Si n = 2, il vient Di(u)= [jj j j. DA a )~ [ÿ „]' fiï(A)* [q ,J * [Hj ; 

ri u oi ri « 2i 


» Si n = 3, on a par exemple T^f-l) - U 1 0 et 213(2) — I 0 1 0 J. 

.04 1 J LOOlJ 


I Définition 

Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Une matrice de A/ n (K) de la forme Z), (a) S 
ou de la forme T i} (X) s'appelle une matrice élémentaire. 

Voici les premières propriétés des matrices élémentaires; ces propriétés se déduisent ^ 
aisément du calcul matriciel. 

- On a r {4W) = D,(a) et # (r^(A» = T 3i ( A). 

► Le*, matnœs DM) et sont inversibles et l'on a (ftffl ))" 1 = D t (\/a) et | 

{T*,wr l =T t ,i-\). 1 

* or,T,Tu ‘T’"* ma<riœ P p,üduil de matri ccs élémentaires. Puisqu'* | 
P • Z* uTT "ÎT** 1 " *** inmsibl ‘*. ^ matrice P est inversible. De P te I 
matrices étéTntai™ #lém * n 'ain.% donc P 1 est pnxlurt de * 


suivantes crlles * V ««aqwte on ajoute 0 en première Hgm. 

„ Si Q «' «« Mmentaire, alors p mlriu (tfmnltin 

- S' ^ «' prod “" * «lurs p es, produit de matelas élémentaires. 

Par exemple, soient ^ fiue u ^ 0. On a le produit de matrices élémen¬ 

taire* [üj fi,] = [J1 ”]• L« matrices fn | ô] et [o 1 o] sont des matrices 


tairez [o a J l & 1 J LoA o J ’ *** tnatrices fl 1 0 et 0 10 sont des matrices 

I A4 /ns n j a Lo 0 aj Lo b lj 

élémentaires de A/n(R). Puisquon a 

‘l 0 01 [1 0 01 H 0 0 

0 10 0 10 = 010 , 

.0 0 a J [o b lj [o db a\ 

cette dernière matrice est produit de matrices élémentaires. 

Nous allons maintenant étudier le produit d'une matrice, à droite ou à gauche, par 
une matrice élémentaire. 

Opérations élémentaires sur les colonnes 

Soient p un entier supérieur ou égal à 2, t et j deux entiers différents compris entre 1 et 
p, a un élément non nul de K et A un élément de K. Soit A une matrice de M n , p ( K). 
„ Notons A' la matrice obtenue â partir de A en multipliant par a la j-ième 
colonne, les autres colonnes restant inchangées. 

► Notons A" la matrice obtenue à partir de A en ajoutant à la j-ième colonne le 
produit par A de la i-ième colonne, les autres colonnes restant inchangées. 

On dit que les matrices A ' et A" se déduisent de A par opération élémentaire sur les 
colonnes. 

Nous allons montrer que les matrices A' et A* s'obtiennent en multipliant A à 
droite par certaines matrices élémentaires. 

Proposition. Avec les notations précédentes, on a A' - AD } (a) et A H = AT tJ {X). 

Démonstration. Rappelons que l'on note Et la matrice de A/,.,(K) don. le 
coefficient de ta ligne * est égal à 1 et dont tous les autres coefficients sont rmk. 
Rappelons également que si A/ est une matrice à p colonne, alors par défint.ton 
du produit matriciel, la A-ième colonne de A/ est égale à ME k . 

colonne de la matrice ^(A) _ à = [X)E k i E k . De plus, on a 

des matrices élémentaires, on a Dj[a)E k 4 ^ B 

D,(a)E, = oEj et r„(A)£, = E, + XE„ d'où le résulta 


» »*ihu u r .„ 4 


4j matrices élémentaires sa 


s igmakutub.blogs pot.c om 




■ n ta r]\ 


et 


'-r“ Mf. »|.[; ■**! 

" c d 7jj(» s |t rfj [o <J [fr rf + AôJ 

r l * ' f. ri ri 07 r« + ^ ^ 
f“ Tji(A) = [ 6 ,/J [a lj [6 + 


Ac c 
Ad rf 


. Si a est un nombre, on a 

1 0 l] 

Ki 0 1 TuW : 


1 0 1 
-1 (J 1 
2 1 0 


1 0 a 
0 1 0 
ü 0 1 , 



L £ J 

r 1 o r 


' a 0 11 

et si fl est non nul il vient 

-1 0 1 

2 10 . 

/Ai (a) = 

1 

-o 0 1 
. 2<j 1 Oj 


'est multiplier par a la j - ième colonne, 
c'est ajouter A fois lo / -ième colonne 


Multiplier o droite pai 

à b j- tème colonne 

L . ___ 


Exercice. Posons ,4 = 


i 3 ï 
y 4 y* 
z 5 z* 


. Calculer la matrice ^ 7 ’i 3 (l)'r 3 j{-l) 7 i 3 (l)Æ 1 (-]j 


Réponse, Il vient successivement 

’x 3 z 
ATij(l) - y 4 y' 

% z 5 z' 
i 3 x + z' 
A7 *.i( 1)7,,(-I) » y 3 y + y' 

,z 5 z + z' J 

ÏS 3 x + x' 
Aiudir.a-DTud) = .^ 4 v + v < 

' S z + z' 


ri a i 
0 1 0 
0 ü lj 
1 


a o 
0 1 o 
1 0 1 
’i o i 
o i o 
o o i 


[ x 3 x + x' 1 

y 4 y + y' I 

* 5 a + a' J 


r-*' 

•y 


x + x' 

y + y’ 

r + 


-P’;) 

L-r .> r + L0 0 !j [_*' 5 

Observons que dans I' 

^ à parti ' de 11 


lï 


** »*'**■*» <•„, 4 


I 


p^. générale, Ü possible d'échanger deux colonnes d'une matrice en 

effectuant quatre opérations élémentaires successives. Précisément, si p un entier 
supérieur ou égal à 2 et si A est une matrice de A/ nj ,(K), alors la matrice 
l)îij(l)A(-l) se déduit de A en échangeant les colonnes i et j. 

Opérations élémentaires sur les lignes 

Soient n un entier supérieur ou égal à 2, i et j deux entiers différents compris entre 1 et 
a un élément non nul de K et A un élément de K. Soit B une matrice de A/„, P (K). 
m |sj 0 tons B' la matrice obtenue à partir de B en multipliant par a la i-ième ligne 
de B, les autres lignes restant inchangées, 
p. Notons B" la matrice obtenue à partir de B en ajoutant à la i-ième ligne de B 
|e produit par A de la j-ième ligne, les autres lignes restant inchangées. 

On dit que les matrices B' et B" se déduisent de B par opération élémentaire sur les 
lignes. 

Comme pour les opérations élémentaires sur les colonnes, on a la proposition suivante. 

Proposition. Avec les notations précédentes, on a B J = D,(a)B et B" = T tJ (X)B. 

Démonstration. D'après la règle de transposition d'un produit de matrices, on 
a m(fl)B) = ( t B) t (Di(a)) = (‘B)DM et ‘(7*(A)£) = ( WfoW) = ('B)ïj,(A). 
Puisque pour toute matrice C, la transposée de la *-ième ligne de C est La Ar-ième 
colonne de la matrice t C, on conclut grâce à la proposition page 59. ■ 


Exemples 

- Si a. b, r, d, A sont des nombres, on a 


T 2l ( A) 


» Si A est un nombre, on obtient 


\a 5] fl 0 

1 fa h] _ f a 

6 1 

'[c dj — [A l 

J [c d \ [c + Ao 

d + AfrJ 

\a bl fl A 
[c d\ “ [0 i 

j|: 

6 +Adl 

d J' 


rxt(A) 


10 1 
-1 0 1 

9 i n 


1 0 01 
0 1 o 

n A 1 


1 0 1 

-1 0 1 

2 1 0 


1 0 1 
-1 0 1 
2 - A 1 A 


' Multiplier à gauche por D,(a). c'erfmultiplier por a [a ' ième ligne, j 
Multiplier à gauche par T,, (A), c erf ajouter A fais !o j-*ne hgne 
à la j- ième ligne 
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„ n échangé d ' U ™ P,r ^ 

j 

3 uHü»^ *• ^ roH ° n ‘ iién ” n,oi r „ 

3 , UWI5 (rer q U en effectuant des opérations élé,^ 

Dans rc paragraphe, nous allons ^ obu . nir une matrice plus .impie, 

uire» sur les lignes d'une ma . aphe sont techniques et peuvent dan, j' 
démonstrations qui figure"' 11 ^ ^ fau( w concentrer sur les énoncés, 
premier temps être W-J» * Mn . |(K > dont tous les coefficient, ^ 

Rappelons que Ion note ^ à , 

nuK^au/ celui sur la première ligne qui est éga 

. supérieur l)U à 2 et A G A/ n j(K). Si l 

22: - - —- p ‘"-' k ' 

matrices élémentaires, telle que ^ ^ 

Démonstration. Notons a, le coefficient de la t-ième ligne de la matrice 4. j 
Supposons a, = 0 pour tout i > 2. Puisque A n'est pas la matnee nulle, c'est q« : 

* JÎÜ En multipliant la première ligne de A par I/o,, on obtient £,, autres J 
dit Oi(l/ai)A = Bi. 

Supposons qu'il existe i > 2 tel que a, / 0 et posons A = (1 - o,)/o t . Puisqu'on . 

Au, + 0 , = 1 , en multipliant par A la ,-ième ligne de A et en l'ajoutant à la première 

on obtient T,, (A).d = . Pour / > 2, ajoutons ensuite -a, fois la première ligne j 

à Ij j -ième : on obtient 0 comme coefficient sur la y-ième ligne. On en déduit 

t 

T„i(-a„) ■ •• 7n{-aj)T\i{X)A = E\. ■ | 

Définition 

Soient ri un entier supérieur ou égal h 2 et p un entier positif. Soit A une j 
matrice non nulle de A/ niP (K). On dit que A est en échelons lorsqu'elle possède 
les propriétés suivantes : S 

- chaque ligne est nulle ou bien son premier coefficient non nul est égal » 1. 
si une ligne est nulle, toutes les suivantes le sont, 

" ' ' Sün i pn ' mier “efficient non nul sur la colonne j, alors le p*™* ;' 

coefficient non nul de ld liitiu» . j \ ^ J ;• 

SW t + 1 est sur une colonne k > j. L 


Voici le schéma d'une matrice en échelons. 


P ° l 1 ♦ ♦. 

i oT|i , 

: Q [l » 

: oTli 



Exemples 

- H n'y a qu'une matrice n x 1 en échelons, c'est la matrice E\. 

- Les matrices 2 x 2 en échelons sont les matrices de la forme 

[i:J- Il :]“—[:}]• 

- Les matrices 2 x 3 en échelons sont les matrices de la forme 


fl abl fl ail Mat 

LO 1 cj' [o 0 ij' [o 0 oj' 

fO 1 a] [0 1 a] [0 0 1 

[O 0 1 j [o 0 Oj ' [o 0 0, * 


■ Les matrices 3 x 3 en échelons sont les matrices de la forme 
'1 a b’ 'la bl Tl a 6] Tl a 

000, 001, Ole, 01 

.0 0 oj [o 0 oj [o 0 oj [o 0 

’o i ai ro i a] ro o 

0 0 0 , 0 0 1 et la matrice 0 0 0 |. 

000 000 [O 0 


D'après les exemples d-deasus, toutes les matrices 2 x 2 ou 3x 3 en échelons sont 
triangulaires supérieures et dans le cas où la dernière ligne n'est pas nulle, les 
coefficients diagonaux sont égaux à 1. Le résultat est général. 

Proposition. Supposons que A est une matrice carrée en échelons. Alors A est trian¬ 
gulaire supérieure. De plus, si la dernière ligne n'est pas nulle , les coefficients diagonaux 
de A sont tous égaux à 1. 


** MA I KICK» 
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111H . matruv en échelons est non nulle. | a _ 

Demon.m’*’"' Vm ' ou * r ' ^ " U ' K *£> 

.4 „est *** 1 » Tde A nuit '<• ,,u P **» un ««1er p^N 

Iicru* mJ —ix-u* lumes n'esl nulle, car /I est *»» . ’ ^ b. 


i- \ n<*t Ul "~ r iu Ht* .4 w r^”"" ~~ r — M,i «itier J??S 

„*!.*«"** **>* ^ ' pMriM» >*"*" nUl j' -f es| 

, n. Ak>r> * uajn , et „ notons j, I india? de la colonne m, 

que f' unions entre I ll r 

Sur MU* «* f . ' Tü! nu! de la >ièn* h«iw 


< «. Alors .. et „ notons j t i »nu«« u, ... toionne ^ 

^rMu,.-n.K, '«JP-^ d ,. „ i-iènw ligne l a matrice ,1 éun, en *JS 
le pn-rnuf n'^ ien ' "* . , ,>■••> di J’ui^ue J, ü I, on en déd uj , S 

pour tout entier * ^ matria . .., est triangulaire supérieure. ""N 

'•’^^Tdernièm ligne de .4 es. non nulle. On a donc 
ipposon» >1“ ! Ces jp^alités impliquent que I on a j k = k pour tout * 

»' >} " ' m> , * "su, ehaque ligne, le premier coefficient non nul est donc 

"’Zle *T. IV plus, ces coefficients sont tous égaux à 1, car r» est en échelon \ 


Ndotiofif 

* Si .4 est une matrice 2 h - - 
première colonne est nulle et dont les trois 

fl 2 3 


3 , il est commode de noter [0 d) la matrice 2 x 4 dofif ^ 
i» i.«h trois suivantes sont celles de A. Par exempt 


» •■»=[; ; ÔJ- ■ ,1<>r,ü^ ‘ , !0/t|= [« 4 5 «]• 

► De manière générale, si SU P < K}, noua noterons [U A\ la matrice de M n , p ^X\ 
dont la première colonne est nulle et dont les /> dernières colonnes sont celles de 4 , 

r .(K i, on note [ .* . j une matrice de A/ n « i.p+i (K) de la forme sut. 


• -- r%t 

c .„ n>p ,«„ «. — matrice de A/„*i.^*i(KJ de la forme «y. 

vante : les coefficients en bas à droite sont ceux de A et la première colonne «t 

£,€.W„*u(K). 


- Si .4 e A/„ P (K», on note 
vante : les coeffk 
£j € A/ Mf |.,(K). 

Par exemple, si A 


ri 2 3i . 

ri*i 

1 a b c 

[ 4 ü « ] - a ors 

[u a}~ 

0 12 3 


.0 1 Ti G. 


, où a,b,c appartiennent à K 


Rtmarqu* 

*"* Ai \t H , |K) une matrice en échelons, La matrice [ü A] de M n , P *i{K) est alors en 
«tu ions Fouti matrice de A /„.\. p * i(K) de la forme ^ * ] est également en échelons. 

" UH ffUler *' u P tri ™ r ou *xal a 2 et p un entier positif. Si A & 

^ r ““ r e AfnlKI 

rsjtnbn* de colonne» d e 4 oT?. 1 r<Lsu,t<l! ' ,H1 VJ raisonner par récurrence sur le 
F*>ur tout entier „ ^ 2 H ' ^ ^ P °^ S *' noton » ^ lê P™?”*** : 

*""** **MMt pnsiuTdVmirr nt)n ni,ue a de xr ”*W ' u exwe ü,k 

^l^mentainw, telle que PA est en échelons 

44 MA ™“*«* cw 4 


On sait déjà que \ est vraie : c'est la première proposition de ce paragraphe, 
apposons k £ 2 et la propriété #>V ! vraie. Soient un entier 2 et A une matrice non 
nulle de A/„.i(K). Notons C la première colonne de .4 et B la matrice de M n k i(K) 
dont les colonnes sont les À* - 1 dernières de A ; par commodité, nous noterons 
A ^\C 0\ Remarquons que pour toute matrice Pe A/„(K). on a PA = [PC PB]. 
premier cas : C~0. Dans ce cas la matrice B est non nulle. Par hypothèse de récurrence, 
une matrice P € A/„ (K) produit de matrices élémentaires, telle que PB est en 
échelons. Il vient PA = [0 PB] qui est en échelons d'après la remarque précédente. 
Second cas : C ^ 0. D'après la première proposition du paragraphe, il existe une 
motrice Pj € A/ n (K) produit de matrices élémentaires telle que P,C*= E\. U matrice 
p { A est alors de la forme ^ jj f J, où A* ç A/„ 1 k ! (K). Si la matrice A* est nulle, 
alors Pi A est en échelons. Plaçons-nous maintenant dans l'hypothèse A' î 0 . 
Supposons ri = 2, c'est-à-dire supposons que la matrice A! n'a qu'une ligne. Notons 
a' le premier coefficient non nul de cette matrice-ligne. Si l'on multiplie par l/a' la 
deuxième ligne de Pi A, alors sur cette ligne le premier coefficient est nul et le premier 
coefficient non nul est égal à 1. La matrice D a (l/a')Pi^ est donc en échelons. 

Si n 2 3' P ar hypothèse de récurrence il existe une matrice Q € A/^-ilK), produit 
de matrices élémentaires, telle que QA* est en échelons. Soit Pj la matrice de 

A/„(K) définie par P 2 = g j. D'après le lemme page 59, la matrice P 2 est produit 
de matrices élémentaires, car Q l'est. De plus, la matnee PiP\A est de la forme 


I * * I, donc est en échelons d'après la remarque précédente. 

0 QA J 

D'aorès le principe de récurrence, la propriété & k est vraie quel que soit k. 


Exemple. Pour illustrer le théorème précédent, considérons la matrice de MAR) 

12 10 
0 1 1 0 
A ~ 1012 
. 1111 . 

Retranchons la première ligne à la troisième et à la quatrième. Ces opérations 
élémentaires se traduisent matriciellement par 1 égalité 


:n,{-i)Ta.M)^ 


’i 210 
0 110 

o -2 0 2 
.0 -1 0 1 


Ajoutons deux fois la deuxième ligne à la troisième et U deuxième ügne à la 
quatrième. On obtient l'égalité matricielle 
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12 10 
0 110 
0 0 2 2 
Lo o i i 


u „ llipk ™ i* — w '< r " + " 

Oj(i/3)r«(i)î»Pir4i(“*)rji(-iM - 


Par 


12 10 
0 110 
0 0 1 J 

0 0 1 I 


tnhn. retranchons la troisième U((ne à la dernière On obtient 

P 2 1 o 

T tt (-i)0,(i/2)r«(i)r»(2)T,i(-i)r,,(-i)4 = 


0 110 
0 0 11 
0 0 0 o 


Cette dernière matnce est en échelon* et elle se déduit bien de A par opè ratKjRj 
élémentaires sur les lignes. 

Proposition. Soit T une matrice triangulaire su fleure de A/„(K), où n è 2 Si {* 
nvftioils diapmaut J, T sont tous égaux il. alors T est produit de matrice s étémrn ta,n 

Démonstration. On démontrv ce résultat par récurrence sur rr. Si n = 2 , on, f 
T = lu l J S“i «^>t une matnce élémentaire. 

Supins n , 3 et la propriété démontrée pour n - 1 . Soient T € A/..,(K) rt 
coefficient' \ ^ ^ ~ 1 T [ Ainsj J ‘ es * triangulaire supérieure et ses 

v. i. d “ c *"«** r»»™ V - (P|-‘. n™ »■» 

Q = [! « ] n JUSS 1 ^Produit de élémentaires, ainsi que la matricr 

0 W I = 10 / n , • Si l'on pose L = [02 • • • [, alors 

T ~ T Jr . J 


^ = 1 » </ I - N vient QT s 

r * (Tiat-oj) -r,„{ 

U "atnce I est donc prud u „ Je 


J 

9 


iQj Q 7| n (o n ) • • ■ Ti2(ù2). 

matnces élémentaires. 


^ouv 


^ ^tenant en mesure de 


dr ‘ J cténs*‘r les matrices inversibles. 




TbS9rS(SS- Sl A e A, "< K > üu n ^ 2 . «*w« te propriétés suiarote »„( équivalentes : 
(() ia matnce A est produit de matrices élémentaires 
| (l) i a matrice A est inversible 

(iH ) il existe une matrice B € Af„(K) telle que AB ~ ! n 

H il existe une matrice C e A/„(K) telle que CA = /„. 

Démonstration. Nous savons déjà que l'implication (.)=>(») est vraie. Par définition 
d'une matrice inversible, on a |ii]=*{iii} et |ii)=>(rv). 

Démontrons l'implication (iii)=>{ij. Supposons AB = /„, Alors la matrice A n'est pas 
nulle. H existe donc une matrice P<= A/ n (K] produit de matrices élémentaires telle 
que la matrice J*A est en échelons. Puisque la matrice P est inversible, il vient 

(PA)(BP l ) = P(AB)P l = Pf n P' = pp» = /„. 

Si la dernière ligne de P A était nulle, alors tout produit de matrices PAU aurait 
sa dernière ligne nulle, ce qui n'est pas le cas pour la matrice U = BP l . Par suite 

la matrice carrée PA est en échelons et sa dernière ligne n'est pas nulle, donc 

PA est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont tous égaux à 1 , 
d'après la proposition page 63. La proposition précédente affirme maintenant que 
PA est produit de matrices élémentaires. Or on a A = P _ 1 (Pa4) et la matrice P -1 
est produit de matrices élémentaires, donc la matrice A aussi. 

Ainsi les propriétés (il, (ii) et liii) sont équivalentes et il nous reste seulement à 
démontrer que (rvj implique l'une d'entre elles. 

Supposons CA = /„. En utilisant l'implication (riil =*(»), on en déduit que la matrice 
C est inversible. Par suite A =C~\ donc La matrice A est inversible. ■ 


Remarque importante 

Supposons que A et B sont des matrices carrées n x n. Nous venons de démontrer 
que si AB = I nr alors les matrices .4 et B sont inversibles. U s'ensuit B = A 1 et 
A = B~ l . En particulier, si AB = /„, alors AB = B A = /„. 

Exercice. Soit A une matrice carrée n x r». 

a) Soit k un entier positif. Calculer (/ n - + A + Â 1 H i- A ). 

b| On suppose qu'il existe un entier positif p tel que A p = 0. Montrer que la matnce 
/„ — A est inversible et calculer son inverse. 


Réponse 


<4On a (/.- AHU + A) »(I. ■- A)/„+(/. -M-L 

en raisonnant p,r récurrent., que 1 nn a l/„ " t vraie Lorsoue 

•OUI entier poritil *. Nous venons de rentier que «ne formule est vraie lorgne 


A 2 . Montrons, 
pour 
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, U(1 entrer positif P' Mjr ^ '■> fon** 

* « I Supp<»' ns 1“^ ^ (lil) 

ilm A)lln* A ^ A*l±ll- A)A k ' 1 d'jDrVK. I_ . 




X, 


* /I‘"l 

ll,/ " + A * . , i , + .4*H </» AiA ‘‘" d i P r « le» 

' | t , I, r y 1 - A* '* P* r h yp° thèie dt * ^nvnct 

“ ^ ,l ^ / »i )i/ + >4 4- ■ • + A*) s I H — j 4** 1 ui^pj 


' que 


•°>i h 


Cela monta- qur -- - 

po«*ü * ^ ^ _ 4 j|/ n + A + ♦ ^ *) * A» - «4 P a / b ^ 

^Puisque *' '* 4 ’ n j^juif qu* 1 I* mafnct ‘ ^ ^ w * ^vcmib^ * ipr *» i 

théorème prértd«* on n ^ 

élL-At'- 1 ”***"'* 


I. Système d'équations linéaires 

. / ir. 


’ Dan, ce paragraphe. » *• un entier posttif e. p «I un entier supérieur ou ^ 

Un LT *L*~ W»«* A » ^ W "“ nS •‘'TT "* Une *>■“** d,c 

Un ytf>« _j, (M AP \f m (K) et R é U. ,(K) sont des matrtees données et ' 
,t^"u -thcecutonne -V 6 -W,(K). La matrice .4 s'appelle ,a 
système AX -B. 


Si A * K), 5 = 


6 „ 


e* .V - 


, le système AY = B s'écrit également 


f «tj i\ + oj 2*2 + - • * + ^ip^p — ^ 
il2\I\ + fl 2 iJ *2 + ‘ * ’ + a ‘2p J p ~ 


[ «ni-H + «niM'î + <lnpff, — ^n* 

Résoudre le système AX = B, c'est trouver explicitement toutes les matrice 
X € M„ \{K) telles que .AX ~ B, s'il en existe. 


Proposition. Soient A € Af,(K) rf Æ € Af p i (K). Si la matrice A est inversible, olm , 

1 n ; 1 


la seule solutm du >y sttme AX ~ B est la matrice A 1 B. 


Démonstration. D'après les règles du calcul matriciel, nous avons A[A J 5)- 
\AA l )B f„B~B Récipnx|uement, soit X une matrice de Af Pi i(K) telle que .4A = 

B II vient J l (AX)*A x B, c'est-à-dire (A 1 A )X = A l B,ou encore X = A ’Æ 1 j j 


ExtmpJt. Surent a et b des nombres réels. Considérons le système 


'2 1 

I I 


* mai km » ( h« r. 4 


puisque la matrice [ ( J est inversible, d'inverse 
vn c et une seule solution, la matrice 


-1 2 ' système ci-dessas a 


1 -1 
-1 2 


ICI-U: 


-b 

26 


J^ K) - De "-W. S, „ ««, Pe M.(K) a, 
tifWrwW'’- • . li a In mêmes solutions qu, le lyslnti, (PA)X = PI) 


Oém on*frotion. Soit .¥ e Si AX = B. on multiplie cette égalité matri¬ 

cielle par /' et 1 on en déduit ( P >|,^ = PB Récipnjquement, ,i iPA)X = PB. 
an multiplie cette égalité matnaelle par P 1 ; il vient P~ l (PA)X = P '{PB), 


c'est-à-dire (P 1 P)AX - (P ] P)B, ou encore AX = B, 


Mous exploiterons cette proposition pour la résolution pratique des systèmes 
d'équations linéaires. 


proposition. Soient Ae\f n p lK) et BeAf m ,t(K). Supposonsqu'üexiste .Y 0 €A/ p l (K) 
i e lte que AX 0 = B. Les solutions du système AX = B sont les matrices de la forme 

x n +y* où AY ~ °- 


Démonsfrotion. Soit X € A/ p l fK). Posons Y = X - X». D'après les règles du 
calcul matriciel, on a AX = A(X n + K) = AX 0 + AY = B + AY. On a donc AX = B 
si et seulement si on a AY = 0. ■ 


D'après la proposition précédente, si l'on connaît une solution particulière du système 
AX = B , alors pour avoir toutes les solutions il faut résoudre le système AX =0. Avant 
d'exposer la méthode de résolution des systèmes d'équations linéaires, démontrons 
d« conditions suffisantes pour que le système AX = 0 ait des solution» non nulles. 


Proposition. Soif T e A/,(K) ta te mofricr Incngukm supérieure dont la dtmiirt ligna 
as, nulla. Alors la système TX = 0 « des so/ufims non uulles. 


Démonstration. On démontre ce résultat par récurrence sur p. Si P = 2. alors r 

. / T f® *1 qi a-« alors rfîJl =0 pour tout/€K et si a/U, alors 

est de la forme T= 0 j. Si a-1*. alors ^ 0 j . 2 

T \ -*^ a l = 0 pou^ tout r € K , La propriété est ams. démontrée lorsque P 2. 
Supposons p ^ 3 H U 


supposons P. a e. - ^ , 0 pour I 

r € .U,-,(K) teLs que r = [„ r j- «.néneure et sa denuèro ligne 

Supposons u /O. La matrice T «a ^^^atnee» V 6 if,-,.,(K) 

es, nulle, donc par hypotitese de récurrence, ü eus* des 
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„ , t .||e matrice Y, LY est une mafri 

, ) * (J et TY = fl - r ‘ iur jt o, il e* iste 1 e tel que <tr + l ** 1 < i 
'f*. ly , [ft|, où teK- Pu,M j“* k , prem ier coefficient est z et dont j*,* ° S, 

^.c^deJ'.AlorsonaA^ 

, .< (K) U teari.cc 4 *> « " *•*■*« „ * 

Bù» 4 ®- 

dilution àu système AJ 

«.mosition précédente, on sait que si U mi , 
Démonstration. Ju 3y *,eme AX = 0 est AT = A '() = „ ^ 

est inversible, a ors ^ ^ [p M ,| u iinn du système AX = 0 est jy , j 

Réciproquement, supposons ^ |nvl . r 3 jble. D'après l'hypothèse, la matrice 4 ^ 9 
démontrons que la mainte • produit de matrices élémentaire, mi '** 

«*• a* « —• JL F « .i (raw*; 

I, mW »• hïpllMM , p.pW. 11 pn.poMlion | i»nU iiiii . J*. 

on a .'I A -0 et donc . ^ „ dernière ligne nulle. Par suite la ma W J^ 

ÏmÏ/M"T queL I sur la diagonale. D'après la proposition page « 6 . la ^ j 
pd'est produit de matrices élémentaires, donc est inversible, luisqu ona A-p « ( p 
on en déduit que la malrite A est pnxiui. de matntes inversibles, donc est ütve,**., , 

Le théorème chdessus affirme donc que si A est une matrice carrée non inversa*, ( 
alors le système AX = 0 a au moins une solution non nulle. 

Remorque 

Supposons que A est une matrice carrée. Nous savons que si A est inversible 
alors le système AX = D a une unique solution. Réciproquement, supposons que le 
système AX = ti a une unique solution notée A’ n . Puisque toute solution est somme j 
de Xq et d'une solution de AX = U, on en déduit que le système AX = 0 a une I 
unique solution, par suite la matrice A est inversible. 

Corollaire. Soit A € A/ riif ,(K) Si n < p , alors le système AX = 0 a au moins unt J 
solution non nulle. [W 

Démonstration. Soit 0 e A/^fK) la matrice carrée dont les n premières lignes jl 
sont celles de .1 et dont les lignes suivantes sont nulîes. En particulier, la dernière ri 
ligne de la matrice H est nulle. On en déduit que pour toute matrice C € M,l K), i l 
U dem 'f' l ‘ *** dr *’ «• "«He. par suite BC ? /„. La matrice B n'est donc pas i l 
mvers.bi^ D- le précédent, il existe une matrice X e A/ P .,(K) *» 9 

que X «t U et HX = 0 . Il » ensuit AX = 0 . I TI 


NoU s allons maintenant apprendre à résoudre un < V5tèm , 

système d équations linéaires. 

Le premier cas à considérer est celui où .... 

équation. Voici deux exemples de ration d'une équation Z, “ <,U '“ ne 

Éx#»npl # ’• Cherchons les matrices f Jr ] d, «r , p . ... 

U J a a/ 2 .i(R) telles que - 2 * + y m I. Pour 

tous nombres réels x et y, il vient 

-2jt + y = 1 <=> y = i + 2x 


[ I +**] 4 “*fc]“[°] + *[*]' 

Les matrices cherchées sont donc celles de la forme [®] + X [ ‘1, où A e R. 

Exempte 2. Soient a € R et A = [1 0 1 j. cherchons les matrices X = * 

appartenant à A/ij(RJ telles que AX =0. II vient * 

AX ~ 0 <=> x - as +1 = 0 


De plus, si l'on a 


♦' I ** 


ô +■ r +< 


-1] TOI Ta 

0 j 1 #0 r 

o _y 0 + * 1 +t 


Toute solution du système 


’az — f ! Taz?-f’\ t . 

, ( y = i/ 

il vient y = , et par suite < z = z'. Toute solution du systèm< 

. ; J e J l ‘- r 

AX - 0 s'écrit donc de manière unique comme combinaison linéaire des matrices 


( ;:?* 


01 a 
1 0 

0 ' 1 

o [A 


^ mm aire» , , 
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Méthode de Gauss 

On support .1 ? 2. Soit I une matrice non nulle de M. P (K). Nous savon* Ull ,, 
une marner P€ .V/,(Kt pnxluit de matrices élémentaires, telle que la J 

en échelon». Posons P=P, P'.Pu ‘™ k - «*"«» P ‘ Mnt des nui™** éléZS^ >> 

Chaque matrice P, est inversible. D'âpre» une proposition page 69, ,| s'ensuu 

solution» du système 4.Y = O sont les solution» de chacun des système ‘ 

SUj Vaj ^ 

(P t A)X = pu. {Pit\A)x = r 2 f\ii {PA)x =f>/j 

Pratiquer la méthode de C^iuss pour résoudre Je système .4A' = B consiste à 
sur les équations de ce système les opérations correspondant aux opération *' 

(aires sur les lignes de la matrice A pour se ramener au système (/> 
dont la matrice PA est en échelons. ' ' 


Vola prtSeniée sur des exemples, La méthode de résolution des systèmes d 
linéaires. 


''^^tion, 


Exempte 3. pratiquons la méthode de Gauss pour trouver toutes les matrices 


€ A/u(R) telles que 


Pour tous nombres réels j*. y. z, il vient 

( •* + 2.V + 2 = 1 f jt + 2y + 2 = 1 
2r + 3y - z - 4 «=> | -y _ 3» - 2 

+ = 2 ( 3j + j, ^ 2 = 2 

f r + 2 y + 2 *: 


a- + 2 y + z = 1 
2a" + 3y — 2 = 4 
3a* + y - 2 = 2. 


J- + 2 // + 2 


r * + 2 y+z= 1 
j i/ + 3 s = -2 
l 1U = -Il 


!J + 3z - -2 
Sy - 4> = _i 
t + 2 y + z = 1 
l/ + 3z = -2 


deuxième. L'éqlritaW^^ relatîT ^ '* première ^ ualion à U 

* la troisième. Pour l'équivalence CH • n< * am ,r0IS fo,s la P remière équation 
troisième. U matrice système T ^ /°* " <*'“*"* *«*» * Ü 

donc terminée. On poursuit alors de la manièm stivanT': * 

f * + 2» + i = 1 , . a. "... . _ . 


J' + 2ï + *- 1 fx + 2 t + tm , 

1 * + *— 2 ~{ ,« 1 

426-1 l Z =: —] 


n y ■ donc une et une seule solution 


dU P^bléme posé : la matrice 


EX*«"P to 4. Soient a .b et,,, des nombres réels rw, 
linéaires ' érons le système d'équations 

f 

I .V + mz = h 

dont la matrice est en échelons. Pour tous nombres rtris r.» - „n a 
éj- + V-r=o fr = o- »|, , 

1 <==> < f Jr -fl-ft+{m+ I)s 

l y + mz = b U = 6 -nu ,. 

I y = o- mz 


• & + {m + I >2 


b - mz 


solutions sont donc définies par 


{ J = a - 6 + 
!/■= b - Am 
c = A 


A{m + I) 


Le système d'équations considéré a une infinité de solutions. Une solution particulière 


est .Vn = b (correspondant à A = 0 ). Us solutions du système / 1 + * 1=0 

. 0 J [m + 11 ( y + r/i; = U 


sont les matrices Y — A| -m J, où A € R. et les solutions de notre sytème 
d'équations s'écrivent X 0 + Y. 

Exemple 5» Soient Cl et b des nombres réels. Considérons le système d'équations 

linéaires . 

( x-2y + t = ü 

< x-y-Z + lt = b 

[x-ly + z-2t = 2a-b. 

Pratiquons la méthode de Gauss pour nous ramener à un système dont la matrice 
est en échelons. Pour tous nombres réels i,y. z,t, nous avons 
f x-2 ÿ + t =a t x - 2 ÿ +1 = o 

I s-y-z + 4t = b <=>« p-j + 3t = 6 - u 

r - 3y + z — 2 f = 2 a-b 


r - 3 y + 2 - 2 t =* 2 a - b 

i-2y + t = a 

+ M = b-a <=> 
-y + Z-'M~ a ~b 


{ i - 2y + * = « 
y-Z + V = b 


” fW4 
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1 .. + 31=*-° 1 y 

^ " r.i r-fl + 2ft + 2i-7t 


f* = -« + 24 + 2t ^ 


<=> 


A — a + z — St 
t 

-a + 2 k 
b-a 
0 
o 



’ 2 ‘ 


‘-7* 

+ Z 

■1 

“h t 

-3 

0 

J 

.oj 


. h 


Ex*rcic*. Soi! la matrice A - 


appartenant à A/| i3 {R). 


'I 1 -1 
3 -1 1 

1 3 -3 I 

.1 1 lJ 

o) Soient a,b.c>d des nombres réels. Résoudre le système d'équations AX ■- 
b) En déduire une matrice A* € -A/ 3.4 (R) telle que A A = I 3 . 


Répons* 

a) Le système d'équations s'écrit 

1 + y - ' — a ( x -f y - 2 = a 

3x - y+ z = b I 4y - 42 - 3 a - A 

| x + 3y-3s = c J -2y + 2z = a-c 

x+y+ 2 =rf [ - 2 z = a^d 

r—a -y +2 


| 4y = a-A + 2d 
I 2 z = - a + d 


f T + y - z = a 
4y - 4z - 3a - b 

0 = 3a - A + 2 («-c) 
2 z — -a + d 
f z = a/4 + A/4 
y = a/4~ A/4 + d /2 
z =-a /2 + d /2 

- 0 = 5a- 6 - 2 c t5a — A — 2c = 0 

système d'écalitéTn' t ^ f °' * ,0rS ] * système n * P 35 de solution, car le dernier 

S«Th c H " sfai ' P* nombres * 

S«ond cas : Supposons 5a-A-2r-n*i . *' ' 

qui m x =r û/4 + 6/4 y _ b/ 4 ~ V A ° rS C SyStème a Une uniï I ue 80,1,1,0,1 

HI’OWTOY» l/i -l/J Q 1/ 2 1 

nombre, L _I >' 2 » « 1/2 f tOU,e nulrice Jf e A/,., (R) et pour W» 
on a donc d'aprfc, o| 
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AX = 





'a' 

A 


X = A 

b 

c 


d 

d\ 



,d ; 


■ 5o - b - 

2 c = 


En particulier, il vient ('implication 



’a' 


’a' 

AX = 

b 


b 


c 

c 


.d. 


d. 


On en déduit que pour toute matrice .V 6 A/-, , (R), on a l'égalité X = A'(AX), 
autrement dit X = (A'A)X. Choisissons pour X la matrice E\ - |üj ; puisque la 
matrice (A'A)£, est la première colonne de A'A, on en déduit que la première 

f°‘ 

colonne de A'A est E\ . De même, en choisissant poux X les matrices £* = 1 

r°i 1° 

o 

.i. 

colonne de A'A est £ 3 . On a donc A'A = /j 


£3 = 


et 


, on en déduit que la deuxième colonne de -4'-4 est E : e! que la troisième 


Méthode de calcul de l'inverse d'une matrice 

Soit A € A/ P (K). Nous savons que la matrice A est inversible si et seulement si, 
pour toute matrice Y € A/ PtI (K), le système AX = Y a une et une seule solution. 
De plus, si A est inversible, alors A~ l est la matrice du système A~ l Y = X. Pour 
déterminer si la matrice A est inversible et pour calculer son inverse, on résout le 
système AX = Y, où Y est une matrice dont tous les coefficients sont des lettres. 

Exemple. Soit m un nombre réel. Considérons ta matrice 

1 m -2 
A = Il m + 1 m - 2 
[2 2 m+1 2 m -4 

Soient a.A.c des nombres réels. Pour tous nombres réels x,y,s, on a 

x + my - 2 z = a 
= A 



’jr" 


‘a’ 

A 

!/ 

= 

A 


2 _ 




{ x + my - 2 z = a 
j + (m + l)y+(m-2)a = 6 
2x + (2m + l)y + (2m - 4)s = c 

{ 


Mar 4 


x + my - 22 = a 
y 4 - mz ~b-a 
y -4 2 m 2 = c - 2 a 

4 A système d équations linéaires 7S 
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{ 


r + wy - 2z — « 
y + mz = b - a 
mz = c — b — a. 


„ .,„rs I, S y^ ci-***, n'a P» * «lu.mn lorsque e- 

* " ■ "L* t n'«t Jonc P» inversible- 

m ^lTZ Pour unis nombres réel, il vient 

Supposons ut T u 

r -1 / r «/ = r/iu - m V + * ,M;r 

r wir = (rn - 2)a - 2(rn 2 f J )b + (rn 2 + 2) r 

1 „ = 2A-r 


tri z = r — 6 — fl 


i matrice j 4 est donc inve 


■( . 

-CBD'TtI 

-'ersibfe et 

n 


i - 2 -2m 2 - 2 m s 

0 2 m 

-1 -J 


Pour coiculer l’inverse de la matrice carrée .1, on résout le système AX ^ K 
où y est une matnce-colonne dont les coefficients sont des lettres. 


Exercices 


'-“.mirer que U maince [“ "‘J es, pruduit Je tro* matrices élémentaires. 

t “u nÜmbrcS """P '”* 5 non nuis. Notons A, D et C les matrices 
suivante de A/j(C) : 

A = T »<«1 B - T a [b) e, C = T M (c). 

Morilrer que ,\BA '« 1 et A(-A >r > . j 

son * ^es matrices élémentaires. 

* 1 A et B des matrices M 

^ les rruitnces 4 *>* n n ntref ‘f 110 s * la matrice AD est inversible- 

1 « " *>nt inversibles. 


r son inverse, 


„ ir tc , u t nombre réel B, on pose R{9) = ["** -«n*l 
<- rcnJ , Un* roHéJ- 

«) Montrer que I on a (*(*)) = Rtnÿ) pour tout 8 g R rt t<njl n g N 

b) S°“*" « et fr des nombres réels. On suppose b * U et I on considère la matrice 

Ai 1 ]- 

Montrer qu'il existe un unique nombre A > 0 et un unique nombre t é]0.2ir| tels 
que A = Xm- 

q f -1 -s/51" 

c) Calculer J pour tout n € N. 

j, Pour tout nombre réel e, on pose A(x) =. [** *']. 

0 ) Montrer que Ton a A(x)A(y) = A(x -f y) pour tous nombres réels x et y. 
b) Soit jr € R- Montrer que la matrice v4(xj est inversible et calculer son inverse. 

6 Montrer que la matrice suivante de A/ 3 fC) est inversible et calculer j 

’ 2 -i » 1 - 

i 1 I + i 

3 - i i 2 

7 Pour tout nombre réel t, on pose 

V 2 te* (f 2 -4f)i?* 2 + 2 ft — 1 je 1 ] 

0 te* e 1 -1 1 

^ ^ - 0 0 e* 0 

.0 0 0 1 

a) Montrer que l'on a R{t)R(s) = R(t + s) pour tous nombres réels t et *. 

b) Soit t 6 R. Montrer que la matrice /?(f) est inversible et calculer son inverse. 

8 . Soient J, K et L les matrices de A/ 2 (C) définies P" J - [j 0 ]' A ~ [q -i] ** 
L = JK. 

a) Montrer que l'on a J 2 = K 2 = -h et h J = -J h . 

b) En déduire que l'un a t? = -h. LJ = K.JL~ -K. KL = J et LK = -J. 

c) Soient a,b.c,d des nombres réels. Calculer 

[ali + bJ + cK + dl){ah -bJ-cK- dL). 

En déduire que si a,b,c.d ne son. pas mus nuis alors la manie. al 1+ bj +cK + dL 
est inversible. 


'* l,Ar “l'W 4 
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, égal à 2 et A une matrice ap parte 

a ._.iklaac 41 


: A .^“r; ^ 


'nt â 


k 


On suppôt [t>> ^T1JU, 4 i est inversible, d'inverse A(/_ + Â . 

_ _|a Jn *) 

ViV + (/.^) '■ 

y Calculer {*n + ' 

. n ,,r supérieur ou égal à 2 et A, D des matrices de 
10. Soient h un * .„ jnvm jble et l’on note S son inverse. —Ur, 

supp» ,st * la matnee /« + “’* * 

„) Montrer que l'on a MIS ■ 

(/„ + BA)BSA = B A. 


^b, 


y En déduire 
c| Montrer que la matrice 


e /„ + DA est inversible et calculer son inverse. 

ri i i i 


îiii 

1111 

iiii 


H. soit J la matrice de W,(R) définie par ./ = * 

oj Calculer J 2 et (/| — J)J- 
b| En déduire que les matrices J et I\ — J ne sont pas inversibles, 
d Trouver toutes les matrices X € A/uW <î uc U* - J)X = Q. 


13. a) Posons D = 


-10 0 
000 
0 0 0 


. Démontrer que pour toute matrice P ç A/ 3 (Rj lnve 

L u u u j 

on a [P l DP) 2 = -P l DP et P 1 DP f -/ 3 . 

bJSoit A € A/ 3 (R) telle que A 2 = - A et A ^ -/ 3 . Calculer le produit A(A + j, 
Montrer que la matrice A n'est pas inversible. 

13. Soient n un entier supérieur ou égal à 2 et A une matrice de A/ n (R) telle o« 

Â 1 = A. On suppose A ^ 0. ^ 

a) Montrer que la matrice /„ - A n'est pas inversible. 

b| DémonIrvr que pour tous nombres réels r et s, la matrice (/. + rA)(I„ + sA) « 
combinaison linéaire de /„ et A. 

C| «"r bre réel d,fférent de -*• «I** matrice / n+ rA « 

ers.blc et que son mverse est combinaison linéaire de /„ et A. 

14. Soient n un entier supérieur ou éeal h 9 a n j 

A 1 s .4 et B 1 ~ B S à 2 et A, D des matrices de A/„(R) telles que 

«»On suppose que r on a AB = -/?a m * 

"-«• «â. Âb ÏÏTr r “ • * b * 

.-U + W . „ 

d Trouver des matrices 2 x o ni ^ ~ 4 + 5 ^ = °- 

W-W-0. n0 " " u,,es V « K, telles que U* = U. V*-» r - j 
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,j Soit ,1 la matrice de A/*(R) définie par y! = |jj M 
o| Montrer que la matrice A est inversible et cahier A '. 

U Pour tout entier positif n, on pose A " = ( r\* 

WI , f 2 " n2 *-Vl 1 ) • Démontrer que pour tout entier 

relatif n, on a y4 n = [^ £j. 

soit /? € A/ a (R). Montrer que l'on à AB = RA ** * i 
^ r a 61 B A st & seulement s il existe a. 6 € R 

tels que B = [ 0a J- 

dl Supposons qu'il existe B € A/ 2 (R) telle que B‘ = A. Montrer que AB = £M 
,) Combien existe-il de matrices B 6 A/,(R) telles que B 1 = A ? 

I*. Pour toute matrice ,4 = [ c J de Alj(K), la trace de A est le nombre trA = a + d 

«,) Montrer que pour toutes matrices A.BeM^K) et pour tout A € K. on a 
tr{AA) — Atr-A, tr(A + B) - trA 4- trj? et tr(A5) = tr{J?A). 

bl En déduire que pour toutes matrice, At A/,(K) et />€ A/ 2 (K) où P est inversible, 
on a tr(P-'AP) = tr A. 

t ) Montrer qu'il n'existe pas de matrices A.Bç A/,(K) teUes que AB - BA = /,. 

17. Préciser pour quelles valeurs des nombres réels a et b le système d'équations linéaires 

{ x + ay + Z = 3 
x + 2ay + z = 4 
x + y + bz = 3 

a zéro, une ou une infinité de solutions. 

18 . Soient a,b,c et m des nombres réels. On considère le système d'équations linéaires 

( r - y + 2i = a 
mx + (l - m)ÿ + 2(m - l)z = b (♦) 

2x +* my - (3m + l)z = c. 

a) On suppose m = — 1. Montrer qu'U existe des nombre réels x.y, z vérifiant le 
système (*) si et seulement si c = 3a + b. 
b) On suppose m = — 1 etc = 3a + i | . Trouver une solution du système (•) et montrer 
que ce système a une infinité de solutions, 
d On suppose m ^ — 1. Montrer que le système (*} a une unique solution, La calculer, 
d) Pour quelles valeurs de m la matrice 

1 -1 2 

m 1 — m 2m — 2 
2 m -3m-lj 

est-elle inversible ? Dans ce cas, calculer son inverse. 
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19 lV*in s 


.4 = 


Montre* qu 


il n'exi'te iucune matrice A/ ç A/,,(ç, 
infinité telles que AM = 


•«le. 


,\\l = h.<M«V A * t ' eXMrU, ' e 

, , .__ a, auk,. “*"«"*• »W~ 

I 1 i 3 " 1 ^ M nul. 

"*“7^ U matrice de U.(K l définie en posant, peur tous ln<Jlce , ( 

1 V’ „ ,i . / I Montrer que B s'obtient en multipliant A à f. ‘ 

ff u - | ft 0,j ~ «IJ w r J 

p' ar des matrices élémentaires. 
b|Rn déduin 1 que la matrice .1 est inwr ib 

A une ma.nce de A/„<K) U somme des coefficient, diagonaux de A s ap^ 
[a tract de I et « note tr A 

40 * suppose que A est triangula.re supérieure. Calculer les coefficients diago^ 
de .4* du moyen des coefficients de A. 

b) Posons £? = /„- A. Montrer que I on a A 2 = A si et seulement si B 2 = B. 
c| Supposons que la matrix -4 est triangulaire supérieure et que A 2 = A. 

(i) Montrer que si tr,4 = », alors ,4 est inversible. 

(ii) En déduire que si tr A = n, alors j 4 = /„. 
fiîi) Montrer que si tr .4 = 0, alors A = Ü. 


21 o)Soient ai,uj.«ij. 6|.^.65 des éléments de K. Calculer la matrice 


-ar 

Qj 

. a K 


[t>i èj è*J. 


b|Soit A une matnce-colonne à n lignes et soit B une matnee-ligne à n colonnes,! 
coefficients dans K. On suppose que .4 n'est pas nulle. Montrer que les systèmes 
d équations linéaires .4B.V=0 et BX =0, où X 6 A/ n ,i ( K ), ont les mêmes solution 
d Postms M = AB. Montrer qu'il existe un nombre A € K tel que M 2 = AA/. 

23. Soit n un entier au moins égal à 2. 

«ISoient (a h a 2 .o„) et U lf x 2 . x n ) des éléments de R' 1 . Soit p€ {1,2.«} 

que k,| - \j p \ quel que soit iç {l, 2...., u}. On suppose que l'on * 

U>T ' 4 **** + ' * + a,tXn = 0 MomrE * r que l'on a |o p ||j--| ^ *JjrJ, où n p est la 
nmune des nombre* |«,j pou, , ^ p * " P< " 

la valeur ^ hL 1 mdlrice Mt(R). On suppôt que sur chaque ligne de A 
valeurs abstl !Ti " d “ KOnal CTt stric ^ment supérieur à la somme <k> 


Quelques réponses ou indications 


trois opération» élémentaires sur les lignes, de manière i obtenir I 2 . 

t paire 

_ n = [ABY X , alors l'inverse de A est BC. 

3 Si l'°° ** 

\ ~ \fn * -P 

A»<» tX p-t -i 1-2 

6 L'I****** *** i J 4 ' 7 ’ 3- 3 . 

7 B C*** BU»- 

, d Uoliwf M * •* 

9 b|On*l/- + / ‘ ') ,+ ( / " +/,) ' = / - 

l0d Calculer { U + DA)0„-BSA). 

11 o)OnêJ , ~ J 

b| Raisonner pat l'absurde. 

(P 'DPi*~(P l BP)(P 1 DP) — P 'D(PP~')DP= P 'DhDP= P '&P 

12 ol On a 1 / * 

b) Remarquer que. d'après la question o). il existe de telles matrices A. 

13 o) Calculer AUn - A). 

c) L'inverse de /* + ?A est l n — 777 ^* 

U o) Dont. l égJl.té AB = -ABA. remplacer dxm k membre d. droite AD pu -BA. 
c) Par exemple. U = [J “] « V = [J ?] com'kbrent 

15 bl Longue n € N. le formule s* démontre per récurrence. 

.| utiliser (d) et Ici pour démontrer qu'il en exitfe deux 

16 b| D'après (□). tr(P 'AP) - tr{(AP)P'). 
c) On a tr(.4B - B,4) ^ 0. 


17. n n'y a pas de »lution .omque n = 0 ou bien bxsque o * 1 et * - 0 >• « f*” 

solution lorsque a # 0 et fi # 1. Il y a une infinité de solutions lorsque o 

18. c) L'unique solution est 

x = (l-rn)û + 6 

( -3m 3 - 5m + 4|fl > (3m-t-5^ -2c 

y *= --m+1 

( ~,n 2 - 2m > 2)o + (m > 

* ” m + 1 

d) D'après (o), (bj et (cK la matrice est inversible » et «ruletnent 
calculer l'Inverse. 
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20 al Multiplier 4pard»matn DM. 

b|Fn appltqi*"* une- pn**»'""" Ju tou "' ^ '* mitrK * » défi*, ^ 

inversible ^ b 

21 ol U» corfho«i>h duftwum de 4- wml le» carrés de» coefficients diagona u > d , , 

mal tut» A r*t triangulaire ' 

c| (i) Montrer qu*- $t U A - n, al at% tous k» coefficients diagonaux de ^ sonf ^ U]t 
(m) Utiliser lb) * 

2? b) la matrice-colonne A n'est pas nulle, l'un de ses coefficients n'est p to n 

coethaenl Je la i-ième ligne n‘e*t pas nul. considérer la i-ième équation des su ÜÜ!* ^ 

23 oj Le nombre a p i p est égal à la somme des a,j, pour i ^ p. 

b} Raisonner par l'absurde en faisant l'hypothèse que Je système d'équations A V - q 
solution X non nulle appliquer le résultat de (o) en choisissant un indice p convenir 


Chapitre 5 

Déterminant 
d'une matrice 




au chapitre précédent, l'importance théorique des matrices carrées 
■ s i A est une matrice carrée, le système d'équations linéaires AA = U 
nVItW uniqu<; solution si et seulement si U matrice A est inversible. Nous allons 
‘ U "Lsnt introduire un outil de calcul pour déterminer si une matrice carrée est 
"le D-s ce chapitre, ia lettre K dés.gne Q. R ou C et n es, un entrer posttri. 


inition 


St une matnee appartenant à A/„(K), le d/lerminanl de .4. noté det.4ou bien 
TcItTa mlceV.,]. es, un é.émen, de K ,ue l'on définit par récurrence 

nanière suivante : 

= 1 et A = [a], alors det.4 = a 
^ 2 et A = [o,j}, alors 

d e t J 4 = o 1 iAii -«« A a '+- + (- 1> ’ , * , °" ,A * 1 
est le déterminant de la matrice de M.-,(» — 4 —' * * 

,nt la première colonne et la .-*■* ^ ay ^ de „ 

t 2, le déterminant d'une matrice n x _ 2 et .4 = i ” ^ 1 ' 

linanLs de matrices (n ^ 

lot 4 = oA„ - < A 3 , = «*-*' c '** , - i * Ü * 

1° ‘Uod-èc. 


i.1 pÉf lNmON ** 
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Ixampfo* r 1 1 1 ] ^ rayjnt | a colonne* I e, la ligne i d(1 . 

24I J . 

> ma m« 3 JLdonrtedétennwwn*®*» >1 \ 

trouve U m*tnce j] | 4 1 I '“I. 0* 

npnt la colonne I e. la bff* 2 de la matrice A, on trouve | a ^ 

dont le déterminant est A.,, = j, , | = -2. Enfin, en rayant | a Co| Il J ; 

12 M , _ . . v, *ne i 

ligne 3, on obtient A« - 1 3 , | -1- Pu '*l u 0,1 J "• 


det A = 1 x Au - (-1) * Aji +2 x â Jlt 


\ en déduit det A — -5. 


Il 0 1 I .. 

- Posons B = 2 3 0 1 N ° US avons 

.-1 0 I 2 . 

011 1 0 -I 10-1 

dctB= 3 ü I +20 1 1+01 1 =-3r 1 +2 1 'Ll 1 

0 1 2 0 1 2 3 0 1 I 1 2 I 2| + |o 

et il s'ensuit ilet B = 3, 


1 2 0 1 +3 , | 


Attention à ne pas confondre les notations : les crochets sont utilisés pour dés, 
une matrice, les barres verticales pour désigner le déterminant d'une matrice. 
Calculer un déterminant cm utilisant la définition est en général laborieux P» 

rZl" d Une mâtriCe 4 * 4 ^ lâ S ° mme de < » ua,re dé, “ 

«u'Z ÜZ * ^ A de d ° U2e ^"nninants matrices 2,1 

qu il faut donc en principe calculer. 

dftemUnant mam,t ' nJn ' ** pro P ri ^ -dan, plus simple le calcul ch. 


Propriétés du déterminant 

^position. Si A est 

Mterminant de A «» a^i matnce triangulaire, supérieure ou inférieure, alors If 

4 * '** « ^ coefficients diagonaux de A . 

D «nionjfration. ^ j , 

•'fines dt* l d matrice A. U* ré* i!** ^ r ^* u ^ at par récurrence sur le nombre 6 * 
* U P fü pnété démontrée pour tLT ^ ” = 1 ou fi = 2. Supposons « 

“ Ki une. matrice triangulaire de a/„Ïk, dv A/ " |(K) ' 


\ 




Second cas : A es, tnangulaire inférieure. Pour tou, i ^ 2 , A „ et le délemunant 
d 'une matrice tnangulatre mféneure. dont la premtére ligne es, nulle. Par exemple. 
’a 0 0 0‘ 

. A J 6 0 0 MlOOl 

S ‘ y z c 0 “k™ A 3i*U 0 0 |. 

t u v d 


Par hypoth^** récurrence, on a donc A,i = 0 pour tout r ^ 2, puisque le pre¬ 
mier coefficient de la diagonale est nul. Comme dans le premier cas, il s'ensuit 
jpjyl S( 1 ||A |1 s û||Û 22 ’ ,, fl»«n- ■ 


En particulier, on a det/„ = l. 

Au chapitre précédent, nous avons défini les matrices élémentaires D t (u| et 7^ (A), 
puisque ces matrices sont triangulaires, on a le corollaire suivant. 

Corollaire* Le déterminant de la matrice D,(a) est égal ù a. Si i / j, le déterminant 
je la matrice Xij(A) est égal ù 1. 

Énonçons maintenant les propriétés qui expriment comment le déterminant d une 
matrice dépend des lignes de cette matrice. 

Proposition. Soi, a € K. Sf Ion multiplie par a lune des hgnes dune «rince de 
M n (K), alors le déterminant est multiplié par a. 

Démonstration. Oit raisonne par récurrence, le résulta, étant clair lorsque « = ‘ 

. j ,f où n > 2 Notons .4' la matrice de .UJK) obtenue à partir e . 
Soit A e A/„(K), ou n ?+ iNOtons inchangées. Avec des 

en multipliant la i-ième bgne par a. les autres lignes res 

notations évidentes, on a 

det.4 =oi|An-ujiAri + • + a » |A j , ‘ 

det A' = u,|û|| - OîiAji + *" , 

„„ , A. = flA*. Si k / t. De plus, on a a*, - un « 
Par hypothèse de récurrence, on a A*, , 4 ■ 

t / i.<'= Mll et A', = A.,. On en déduit det A -*A. 

En particulier, si une ligne de 1a matnce A est " u ' 1 ^' 11 = puisque chaque 

D'autre part, si A € M„<K) et si A e K. alors on a de,, 

ligne est multiplié par A. 

u esoeRiETÉsovDÉTensuNAM- as 
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, récurrence «imm* c, de '' ,U '' ü ° J le '*»“**•» su.w 

tn r»wrf î » ,rwnr P dr r * u 4f u 

A ^mesügmdtA * A *M-*J Sq j 

Prooosition. Surnom n nupBuur ou igd » i Si ion échange dfut i ^ 

^ u,'k> "lor- y ***** <* mu,,¥U 1 '• i 

2, I»* résultat est vrai puisqu'on j 

tin - (uft M = ~ P 


proportion* 

unit ligne dt 

Propoiil 

tnolni t lit 


Démonstration. Lorsqu* » 


Supposons n é il rt procédons on trois 

1. Montrons d'abord. on raisonnant par récurrence, que ni l'on échange deu, |( 
consécutives, alors lo déterminant est multiplié par -I. Supposons que jjj* 
matrice Ai. A/„(K, on échange les lignes i et « + l. Notons A la m atr,„. „* 
obtenue et gardons les notation» employé dan* Ij démonstration précédent* p # 
hypothèse de récurrence, on j A'u - -An si k / /,«+ l. CH* plus, on â Q 1 

, , , , , i A* _ A ..i A > a _. ** ^*; 

SIMM*!, <!,, 


(-!)' 


tin- u ii.ii 

,i -««»■ 

^il ~ ^Im IM 


i^*i * 

-(-!) è+, ri*lA*| 

Mry 

- 


îfl i»4ill^< 

• * IM = 

-(-ir'anAg,, 

-det A, 




k t U J 


. 


2. Montrons que si dans la matrice .4. deux lignes sont égales, alors le détermina» 
de A est nul. Supposons que les lignes i et j sont égales, où l'on a i < n 
raisonnons pjr récurrence sur ; - i 

Supposons que l'on a ; - i = 1, c'est-à-dire que les lignes , et j sont conséoidm 
Echangeons ces doux ligne- D'après l'étape ], | e déterminant de A est multiplié pu 
’*■ Md,s U ***** 4 ^ mehsmgfc? et par suite det >4 = 0. 

D'anrév l e/ ^ Changeons les lignes j et j - 1 et notons fl la matrice obtenue 

2-M hv ' IkT J ; 11 = “ dW A la **«» fl. les lignes a et J - 1 son. 

ég K- Par hypothèse de récurrence, on a donc de, fl = (,. On en déduit det^O. 

déréw. s2w rüÜ3'd* M ,P ? i<IOn Nü ' 0ns L ' el L > les H « nes àe A coi» 
et diml les autres liim. ^ ** ' Rnt ^ * et ** HOnt touh?s deux égales à L t + 

1 J sont égale- à /* T't d<! A Ctm ** d<ron * la matrice fl dont les lignes 
duni le» lignes , ^ ” ,lutns h »w «ont celles de A, et la mainte C 

«aies à L, vt dont les autres lignes sont celle» de A 


V W rUUIIN*,s T OI'ISI MATRICE CW, 
1 


£n appUq— dw * ( “ s la P^'ùon précédente, d VWnt 

^«-detd-d«fl + detC +det ^, 


deux -f7- - 

s dd 


d#tÆ 

Énonçon* 


— «no + detC + ditél' 

où 4' U ma , ,nce ob, 7 U * | m ^«ean, les l lgnes , „ , _ . 

lignes égales, on a «le, Al = f), d ' ipr ès I'étape2 p , Pu,v ’ u * la "Mince .1/ 

lot C = 0. On en déduit det A + det A - n s U l " #me r “ son - "«** avor 

- ^ cest-à-dire det A = - /t. 

le résultat obtenu dans l’étape 2 d» Ia 

^ 2 de b ^émonstrahon précédente. 


Couloir*. Swppusons r, supérieur ou égal 
M n (K) *> nt dors le déterminant de la 


* 2. Si deux lignes de la 
matrice A es i égal à 0. 


matrice A de 


proportion. Suppoum n uiptrieur ou ( % ai a 2 . Si .4 j, (K) 

„ à «r un flfmeni dt K, alors lt dHtmhm, dt A nt chongt pas « V m ajoulf à unt 
ligne de A le produit par \ d une autre ligne de A. 


Démonstration. Notons Li.ij.L„ les lignes de la matrice A. Soient t et, deux 

entiers différents compris entre I et n. Soit A la matnee de Jtf.(K) dont toutes les 
lignes sont celles de A. sau i la i-ième qui est égale à t, + XL, Soit B la matrice de 
AUKJ dont toutes les lignes sont celles de A. sauf la i-jèmequiesiégaleà L,. D'aptes 
les deux propositions précédentes, nous avons det A ’=det A + X det B. Mats la matrice 
B a ses i -ième et j-ième lignes égales, par suite det £=0. On en déduit deiA-éetA. i 


Théorème . Si A et B sont des matrices de M n (K), alors det (AB) = (deta4)(det/?j. 
Démonstration* C'est clair si n = I. Supposons n 2 2. 

Premier cas : A est une matrice élémentaire. Dans le chapitre précédent, nous avons 
montré que la matrice D t (a)B est obtenue à partir de i? en multipliant la i-ième 
ligne par a, et que la matrice T tJ [X)B est obtenue à partir de B en ajoutant A fois 
la j-ième ligne à la i-ième. D'après les résultats que nous venons de voir, on a donc 
det(D,(a)tf) =udetÆ et det(T v (A)B) =detfl. D'autre part nous avons démontré 
que l'on a dot D,(a) = a et det T,,(A) = 1. Il s’ensuit drt(.4B) = (dn4)(d« tf). 
Deuxième cas : A est une matrice inversible. Dans ce cas, il existe un entier positif r et 

des matrices élémentaires P, . P, telles que 4=Pi • P. (voir le théorème page 67). 

On raisonne alors par récurrence sur r. Si r — 1, c'est le premier cas. Si r £ 2. on a 

det( 4 J 3 ) = del(P,(A - Prfl)) 

= (det P,)(det(P,• ■ P r B)) d'aptes le premier cas 
= (de» P,)(det(Pî ■ • P,))(det D ) par hypothèse de récurrence 
= (ilet /4)(det B) d'après le premier cas. 
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0 ei 

vins A n< '^1 4 J 

, n ° n n u j^ * 1 

lulru rs é u b é I 

nk<n ‘^ K 1 


.,bk * 4 * ic>nk *** 1 

rnll „** 4 »'•' „n .4IKM /*» Supponmi. , 

iu^r.. ^ j, r /■< < 7 iu " * "f* 

U . ****** r* * t „ W(in , l'u.w^ J "*»• P*» tnv ^^ 

T* > J ., U ma.m* l’A n«* P- ,n '*''' ,hk ' " P*«CUW. U ^. 

que la nul U- «I d‘*K <*«* d ** U mMn " /V« «wTX 

ligne de L > nU,,U ‘ | ., , //( m l> JUtn- P- ,rl ' U mJ ' rk, ‘ f ‘ «V *nvi*M,j, fc JS* j 

♦«*"' ,M( f 4 ’ 'i, Jet .I. U/M//) - «M /’)('!<•'(•'»/»)) J-pr«S le Jeu^V 

tMi/'dl 11 ' f ,, , p t -q une matrice élémi'iitaire D'apw^ f ^ 

Fnf»n. on «> *' ' 1 . ' Hlir r . ,1 vienl «lH /* («le» t\) f*** * 

rt .-n rJ,M ’ nn ; n, 1 ‘X r m.,tr.u- «mmH» " w P JS ""'■ on d <^" «i-i/>> 
, d ^ m u t „ „ hl .„ lYgahW -taMW) « « 

uent dont nu 1 of | 

Mfl* Un, mtn,r A * SU K) *' - éW 

JémonttroHon. Ceslcla-MM» I Suppcmins n J2 Nou. WtKm* de ^ 

. .i^nomtrjlion du lh.s>nnie précèdent que « 1 " *“■• P»' inversible, alo* ,|, M . 
*,«, | inversible On a I /*, où /*, osl une matrice (‘kWnui* « ^ 
l<jH /» ) ( t |,.t p f ). hnvjue le déterminant d une matrice élémentaire n >M ^ 

il en déduit flet t#0. De plus, on* I «le»/.. ‘M- 4 * 4 s )-(deCi4)(dH(i|‘ f ); a 

Ce théorème permet donc de vivoir si une matrice carrée est inversible en calcul^ 
v>n detrrmm.inf 

ix«mpU. La matrice j “ ^ \ est inversible si et seulement si ad - bc ^ 0. 

Proposition. Si .4 i*/ unt mâtrice de \ f n < K ), ûfors ou a det(î 4 ) = dut . 4 . 

Démonstration. Si u - I, alors *A — A. dune det( f /l) = det.4. Supposons n ^2.S 
A vsl une mal rue élémentaire de la forme Z>,(o), alors { A - A, donc det (U J =dttL j 
Si A est une matnee élémentaire de la forme T.^A), alors *A = «fon j 

det A - \ Puisque tiuite matnee inversible est produit de matrices élf 
mental res, on en déduit le résultat ptuir toute matrice inversible en raisonnant p* 
récurrence Suppovws ,4 non inversible. Puisque '( M) * .4 et que la frarttpoée 
d une matrice inversible est inversible, on en déduit que l A n'est pas inversé 
l *pns le théorème précédent, or a donc det A * det(M) = 0. » 

P r ' v<ldin,r . i.W des propriété» du délcrminanl rvUi>' 
«oUames 4lfKl ïnum,t ' w ut, * ,SJnt ^ transposée, une propriété relative w* 


„ on r* ‘ , t mnr ^ 1 f"' k mulupi* p» a 

' * CcMnKC «*"«V -Ion. Ir dùrm^, multl W * _7 

' , 4, -4' * A r* *» q- prr Ujnème ,^nn, 

' r , « U r*™- de A e^u wmmr d, crtr, d.- I r, A’. Mors « , 

A - ** A + A 

, Jeu* mlonnes vmt é^les, «lors le déterminant est nul 
' I,! j..„rminjnl ne ch^n^ P 4s Ino^g on .j.x.u. 4 une a4tHmr x f(ÀS unf Jum> 

e*empt«- PoW lr,u ' nombre» /.y.A .pp.rterunl 4 K. un 1 


' 1 Kr + C 0 

'1 ï 01 

|I r' 0 

2 A»t|/ 1 

h a) 2 u 1 t 

2 y 1 

J 1 Xz 4- z 1 1 j 

1 11 2 I 1 

1 t 


s |j définition du détemunant, la première loJonne de la matnee joue un rôle 
^viiégié : ^ P 111,171 *érv colonne que l’on raye pour eftectuer le calcul. La 

^ position suivante montre qu'on peut (aire yjuer un rôk? analogue à n'impi>rte 
quel U 1 colonne et même à n'importe quelle ligne. 

Propoiiriof*. S upfh^om n supérieur ou t%al a 2. Soit A — [a tJl une nulrice de 
s ^ , e>f V déterminant de la matrice de A/„ ,iK) obtenue a partir de A en rayant b 
îr^rie A et la colonne t, alor « pour tous entiers *.j € (1.2. n\. <m a 

d**t .4 = (~ A t ] - OtfAfJ 4 - ••• -è 

det i4 = (<3 |jA| 7 - ai t ^2t 4- * + (-U* ‘«hjAwj). 

Si l'on choisit j = 1 dans la seconde formule, on retrouve la définition du déter¬ 
minant Utiliser la première formule pour calculer le déterminant de -4 «appelle 
développer le déterminant de A selon la i-ième ligne et utiliser la seconde formule 
s'appelle développer le déterminant de .4 selon la j- lème colonne. 

Ajouter A fois une ligne à une autre, ou bien ajouter A fois une colonne à 
J. aum> ne change pas le ^enninanL II (au. ubtef J PW** ^ 
culer un d«erm,nan t : cela -end le calcul plus «ni*. P*“ »P^ ^ SÙr 

Pour calculer un déterminant, wi devez 

- <boiurun.l«ne(ouunecobn«)qi.olepl >»*' 1 I 

- „celo«lp«uble ou 0 -«n«l»"«*” (tec "’' 
itemania-rm «K le* colore*» |ou le i’?™»! 

- dé«le«~ le d*™*** t*» «* “»* “ kml1 

oobirer l'altemonca des 


H 

\ 


Z “""««n-'W-luDM.T 


f 


moPKirre-w mtwuinast » 
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R.morqu* commencer quand on développe un d.W 

’zTh£~ - ■»- ... * - %«■ - 

signes le» -«ne» *». alu-més et on commence en haut à gauche p > 
Z + . p a ,exemple, voici le*devons correspondant» lorsque n es»égal à 3. [J* 

ff - 4- - + “ 

r+ - + - 


- + 
+ - 
- + 


- + - + 
+ - + 

- + - + 


- + - + - 

+ - + - + 

- + - + - 

+ - + - + 


Exemple. Soient u. i des nombres réels et A la matrice de A /4 (R) définie p âr 


1+ 1 

-2 

2 

-2 

« 

x - a — 1 

a 

-a 

-2 

2 

x - 3 

2 

-1 

1 

-1 

x 


A = 


Pour calculer le déterminant de A, ajoutons la troisième colonne à la dernière 
Puisque cette opération ne change pas le déterminant, il vient 

lx +1 -2 2 0 

a x - a - 1 a 0 

-2 2 jt - 3 j — 1 1 

-1 1 -1 *-l 


det A = 


Ensuite, retranchons la dernière ligne à la troisième et développons le déterminant 
obtenu selon la dernière colonne. On obtient 


det -4 : 


X+ 1 

a 

-1 

-I 


-2 

x - a - 1 
1 
1 


x - 2 

-l 


'(*- 1 ) 


x+1 -2 2 

a x - a - 1 a 
-1 1 x-2 


lour calculer le déterminant en facteur de (x - 1), ajoutons la deuxième colonne à 
ta première, puis retranchons la première ligne à la deuxième. Il vient 

l*-l 


det A s ( r - n 


x - 1 x - 
0 


-2 

u 

t 


2 

n 

x - 2 


Enfin. 


*<*-!) 


x — 1 -2 2 

Ü x-a+i a-2 
0 1 x - 2 


en déstloppanl cl* dernier déterminant selon la première colonne, on obtient 


det /l a (x - | ) : 


i x-a + 1 a - 2 


c'est-à-dire det A * (x - l)*( x - 

*° l,f D'UNE MATRICE <w , 


2 = (c - l)*(.r* - x - ar + a). 


Ufiliscition du déterminant 


«neraphe précédent, nous avons démontré 
?£**«** si wn dé,erTn,nam « ™ ** 

I***- Soient oAr de* nombre, réel*. Pouf q Ue ,|„ viIeurs d(j ^ ^ ^ 

. , , f mi - y + z = a 

e „iste-U de* nombres réel* r. y, z unique* tels que j -x + + . = 6 ? 

Ripons». U matnee de ce système H U système a une umque 

solution *1 et seulement si A est invembie, CrU-d.S si seulement «te A* 0 
Calculons le déterminant de A. Pour cela, ajoutons la troisième ligne 1 la deuxième, 

_mér.«ru*Kon«s TJi fois la tmihiÂmo fiofu» \ I._ 


det A 


m -1 1 


m -I i 


— 1 m 1 

S 

0 m + 1 m 4 - i 

i “ 

1 1 ni 


1 1 m 



-1 - m 
m r I 
1 


1 - m : 
m + 1 


f’'—ri- -- 

, facteur dans chaque ligne. On obtient 

j -1 — m 1 
m -f 1 m + 1 


det A = 


''Llm + lÿ I - 1 1 


! 1 


= (m + l) 2 (n» - 2). 


Le système a donc une unique solution si et seulement si m / -1 et m ? 2. 

Nous allons maintenant montrer que lorsqu'un système d'équations linéaires a une 
solution unique, celle-ci peut s'exprimer au moyen de déterminants. Introduisons 
d'abord une notion commode pour ce genre de calculs : elle fait intervenir les 
nombres A (J introduits dans la proposition page 89. 


Définition 

Soit A = M un* matrice de A/„(K), où n ÿ 2. Notons A., le déterminant de 
la matrice de A/„ i(K) obtenue a partir de .-t en rayant la ligne i et la colonne 
j. On appelle co/uetcur de le nombre (-l)’*'A,r La comalncr de A e*t la 
matrice de A/„(K) notée Com.4 dont le coefficient i l'intersection de la ligne i 
et de la colonne j est (-l) ,4J A l-r 


Par exemple, si j4 = 


12 0 
0 3 1 

1 1 U 


alors 


Coni A ■ 


An -Au An 
-An Aw -Aa 
Aji -A# 


Au 



’ 2 I 

-3' 


-2 1 

1 


2 -1 

3. 


l TIUSATtOlV Ül r t>rrtKM»*AN1 *1 
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Proposition- ***** " 2 ' * * ««** + 

JZ m.1 '(('«.ni 4M .-tvrv»*»a) <**K . 

Wmon.frotion obrog-. 1’-'--' » “ f 4, « „ 

les notation* do U définition n-d^sus Si D *= [*„/ ft r * [r„J, j| orx "PT., 


les notation* 

du pnniuir matncid, un .1 

bu - Aji«u - + * + ( ~1 J n ,J A,,161^1 

h u - -A||*ii* + An"rj -+ 

r,, == ûu-^ii - + * ' + (-l) n * , fl| n A| w . 

En développant fi» déterminant dt* A selon la première colonne, on trouve d 

Sr on ft développe selon la première ligne, on obtient det A » n,. 

Notons P la matrice dé A/„(Kl dont toute?* les colonnes sauf la première 

de .‘1 el dont la première colonne est égale à la deuxième de A. Puisque la ^ ^ 

se* deux première* colonnes égales, on a Art D = t). Mais si nous développai** /;# 

minant de U selon la première colonne, nous obtenons drt £> =4 n * ****** 

'*■ IX s ensuif f>, 2 -,n 

On démontre de la même manière que l'on a K. »r,, =0 si j ^ h 

J J r-/ «n ° (l ®Cu*ditd 

Corollaire. Suppôt,,, „ supdneur ou t X ol à 2. Si A est une matrice Invendu . 

M. (Kl. alon on a A 1 - -L_ '(Com .4) * 

drt A 

t> corulUw a un intfrtt théorique et sert a*** peu dans la pratique, sauf si n = } 
En effet * A « [“ J. alun. '(Cm.4) = [_* '*], Si ad - ftr # 0 , on a dune 


-^ 'un tum vè r=^f m U d ?^J a P ^' £ * », selon la ,. lèmr 

a,k ’tal > (dot A/,)/(det .4,. ln ‘ * h ’*"* %* * <4 '» es, donc 

bien e r» 


U 


. formule» de U proposition ci-dessus s’appellent le, fomndn de Cramer. 


ixmrck* 

„) Pour tou» nombre, a.b.c de K, calculer le déterminant de la matrice 

'lit 
n b r 
a 2 b 1 c 2 

y Soient a,b t c,d des nombres de K On suppose que a ,b.r sont deux à deux 
différents Montrer qu'il existe des nombres x.y,z uniques tels que 

( 2- + Jf-f Z = d 
oj + by + ez « rf 2 
a^ + ^y + ^î®,* 5 . 

Calculer ces nombres x.y, z. 

Répons* 

a) Pour calculer le déterminant de la matrice, retranchons la première colonne a la 


1 [ d -bl 1 

1 1 1 

11 

10 0 


ad - bc l -c a J ' 1 

a 6 c j 

n 

a 6-a c- a i 

N=f6-a)tf-o) 

« 2 b 2 c*! 

1 ! 

r 

i 

as 

"c 



Il 0 

1 1 

fa r + a 


*» •—» d-. -, un sys,ème à - 1 

■WJK) et H un, H7r,u de ÂT^fK 'l’siT' “ 7 S ^”' ™ * 

* *m< cotonne est « ,, , S no " A, « *> '"‘""Ce de A/„(K) dont l> 

* •*-»* JttZ^i r* —««« * . 1 . ^ «*«» 

* *» ''««r et A (drt ^ )/(< " ™ ,r '« ft A A. , (K) dont le caeff**" 

^"onifrotiofl abrégés, p u 

titins ltné.un»,. AX - U a . Irw . IS ^ Ut ü mdtricç ^ est inversible, le système d'éqw- 
P"**'-'«(<*..•)« Mc**,, l r^ ,M ’ n U " W * liw 4 '« = (l/<fi-t«4)C, où r«« 

^ Par «Minituin du priHfuit niatr. '7' ^h' * 4 1 " ièn,e Üf! n * ? la matrice-cotonne 

^ r-rt .-n Wem *» - Ai.*. + - ■ • + (-!)-* 

^ ^terminant de M, «Ion la prendre colonne, on 


1 1 

b e 
b 3 é* 


= (fc-o)(c-a) f ‘ 4 = (4-«)(c-a)(c-4). 


b| Puisque les nombre* a, 6 et « sont deux a deax ditféimts. la matrice du système que 
l'on cherche à résoudre a un déterminant non nul, donc est inversible. Il s'ensuit que 
le système a une unique solution. D'après les formules de Cramer, cette solution est 
/ St, 

1 ~ (F- «)(<’ - a)(c - b) 

__ 

y (6 - o)(c - fl)(c - fe ) 

_ SU _ . 

Z ~ (6-o)(c-" ) l c ” 

où l'on a 


5 J 
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V, 

fn uMliMMit 


Sh 


1 d 1 

ü J ' 

„> .r 


H A/. 


* é> 


d ) ‘ 

. |d* * f 

I d aï J 

d ■* 

|j pmrnérr qursmm '*» U Irtlr, « p „ u ^ ^ 

I I l I ' 


1 I 
« A 


*/,-</!■/ * r 

d‘ 1/ s 


lUb d)(r - rf)(r - ij 


rv nrfrrv. J vkrnl A/ d<d «|(c - o)«r d) rt A/, - dl>, - « W _ ^ 
w déduit qw rumqu» -dutit.n .hrftW* «1 

d(h - i l)(r - d) 


H 


<6 a)(r - a) 
tllri a)(r J) 

y “ (6 “fljfr - 6) 
d(d n)(d b) 

(r a)(c - b) 


Exercices 


'■ Puu ' * ou ' ™"nbr« » \c,'l de K. calculer le déterminant 
î.v«t r un nombre de K Calniler le déterminant 


■ * * I I | 

1 1+* I | 

1 1 l+j- 1 

1 1 11+e 

1 I I i 


1 Le rvurrice 


<111 

*111 

1 l-l-j 
I -* -i i 


1 

1 

1 

J 

1 + x 


1 2 10 0» 
2 2 10 0 
2 12 10 
2132 1 
i 2 f » 4 3 2 


d * *W»fCj «I^lle inversible ? 
*** ,W, ^l «“-elle invertible ? 




fWt 


ni 0 2 
0 6 0 3 
4 5 r 6 
0 0 0 J 


0 

I 

tf 

z 

-X 

0 

t 

U 

-y 

-f 

ü 

r 

-z 

—U 

-r 

0 


(«7 * yu + Z (j2 


t PoU r quelles valeur» du nombre réel « existera des nombres réels a,„.r uniques 
tels que 


( x + 2y + Z = 1 

2* + (a + 3)f + 32 = 2 
x + (3 - o)y + (fl - 2)z = 3 


2)2 s 

7 Soit /I — [,. f /] UIYe fTlâtnC0 *' 2 <K). On définit la frac/ de la matnoe /4 comme 
étant le nombre tr A = a 4- d. 

a j Calcule 1, la matrice /l 2 - (tr^Ju* (d**i/4)/ 2 . 

b| On suppose la matrice A inversible. Montrer que la matnce A 1 est combinaison 
linéaire de h et A. 

t Soit A — ^ j une matrice de A/ 2 (R). La trace de A est le nombre tr A - a + d. 

a) Montrer que si >4 2 = -/j, alors tr A = 0. 

b) Montrer qu'on a l'égalité A 2 = -Ij si et seulement si tr A = 0 et deti4 - 1. 

<J Trouver une matrice B de A/ 2 (R) telle que B 2 = -/ 2 . 

d) Trouver une matrice C de A/ 2 (C) telle que C 2 * -/a et trC ^ 0. 


2 -1 

9. Posons A 2 = _ j j 


A.i = 


et A„ 


2-1 0 
-1 2 -I 

0-1 2 

2 -1 0, 
-1 

0 . ’*• 


Ai = 
0 


\ --1 
0-12 


2-100 
-12-10 
0-1 2-1 
0 0-1 2 


n £ 5. 


«I Calculer A 2 et A3. 

N Montrer que pour tout »» ÿ 2, on J A »«2 * 2A n * 
d Montrer que pour tout n > 2, on a A* » n + l. 


- A», 


txntiKî 
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"U* 


Mû* 

nuu. 


2 I -I 

10 Suit A € A/i(Q) I* ‘ it '" nM? p,ir ’ [!l 2. 

„ ,, u r quelle» valeur» du nombre «J* " ^ 

Oan» ce ca». «Ivu inversible. Trouver toutes les m 

b| Suit A € Q On suppôt A •'*■ '«* ma^ 

x f A/j iIQI telles que 4.V = AA 

a.-| s > i un*’ matrice de A/„(Kj. Suit u . 

11 .Soient n un entier au moins è#al 3 - 1 30,1 P un 

compris entre I et » 

ot supposons que dans la /H*me colonne de A. tous le» coefficient» son, „ uU 
«lu! Je la p-ième ü K ne qui vaut I. Trouver une matnce-eolonne AT n,* 

telle que AX = X 

hl Supposons que dans la p-üme lifine de A. tous les coefficients sont nuLs m 
«hri de la poème colonne qui vaut I. Montrer qu'il existe une matrice-colo^ 
.Y non nulle telle que AA = A. 

12.Suent Ji .jr7'X*yi-V9-1fi nombres de K. Calculer le déterminant 
|+xiîn I + Ji Ut 
i + ijyi i + -rjy-j 1 + x 2in • 

1 + XiVl 1 4- Xjÿ2 1 + XjJ/3 

12. Soient u un entier .supérieur ou égal à 2 et A une matrice de A/ n (K). 
a} Exprimer det(-A) en fonction de det A. 

b] On suppose que ri est impair et que l'on a M = — A. Montrer que det A = 0. 

14. Montrer qu'il n'existe pas de matrice A € telle que A 2 = —1 3 . 


, r ,« A - A h --st inversible s, et M„lement M A . , 

i A if IV .IV iv. * *"*• 


ita in**"” - -** * p 1 . 2.3 

* »■££”.' u“ ‘ * W» M >/.« . _ 

„ a * ’•—a - «. •. « _ „ 

jétinw-* •*“ 

H AX ” V “* ^ U,vjlm,r *“ «Ï-S» dèqurticn, f A- U X*n. 

hcr par exemple la première colonne a U deimenu- ... P . 

,2 Fetrancne' t oeuciem, et a L. iro,,,enw. U dererminam 

„t **■' 3 " 

lOn a de*( . 4 ) - <-irdet A. 

13 o) 1 * 1 , . 

ensidérer le déterminant de chaque membre. 


Quelques réponses ou indications bms 

2 Ajouter par exemple les quatre dernières lignes à la première, retrancher la première colonnr 
à toutes les autres et développer «selon la première ligne. Le déterminant est égal à j* 4 (5 + /). 

6 U condition est que la matrice du système soit inversible, ce qui a lieu si et seulement m 
a est différent de 1 et 2. 

7 olOn a l'égalité .4 J - <tr.4>,4 + (det A)f, = 0. 

blOn a A(A - («r A)/,) = .V - 4)4 . ( - A) t, et de, A + 0. 

a o\ Ne pas oublrer que la matrice A es, » coefficient, rtefe. 

WOnpc^t uhl,*, légat,* V - (1,4)4 ♦ (det A)/, = 0 démomrte dan» l'exercice prtcèdent 
uu bien raisonner directement 


uStknminant d t Ne: UAnuc e t-. 


t:\EROCKS ft 
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Chapitre 6 

Espaces vectoriels 


Comme vous allez le voir, vous connaissez Héi* • 

savez calculer dans ceux-ci. Les règles deTa^l f*** 8 et vous 

donc pas nouvelles. Il est cepend^t """* 

notion même d'espace vectoriel. Dans ce chapitre la lettre^ HaJ- P™' définir la 
et les éléments de K seront souvent appelés LllIreT Q '"“ C 


1. Règles de calcul 

Un K-esprçe vectoriel ou un espace vectoriel sur K, est un ensemble non vide E dont 

l« éléments s appellent des vecteurs et qui est muni de deux opérations, U somme 

, <> “ rS et 3 mul hpltcation d'un vecteur par un scalaire, vérifiant un certain 
nombre de propriétés. 

est S ° m ? e deS vecteurs x et V de E est le vecteur de E noté x + y. De plus, si A 

un ément de K, la multiplication du vecteur x par le scalaire A est le vecteur 
ae t noté Ax. 

^ fègles de calcul sont les suivantes : 

P°ur tous x,y £ E, on a x + y = y + x 

^ Pour tous x,ÿ,zç E, on a (x -I- y) -f z = x + (y + 2 ) et ce vecteur est noté x + y + z 
existe un vecteur e E E tel que x + e = x pour tout x E E ; de plus, pour tout 

^ / il existe un vecteur y' E E tel que y + y' = e 

pour tout t c t? ^ 1 

^ «1 x e E, on a lx = x 

tout x € E e t pour tous A, y E K, on a (A +p)x = \x + fj.x et 
w x 38 Mvx), ce dernier vecteur étant noté A/ix 

r tous x ' V € E et pour tout A 6 K, on a A(x + y) = Ax + A y. 

éga| e _ J 1 * e défini ci-dessus est nécessairement unique. En effet, si e' E E vérifie 
e + x ^ e ' — x pour tout x E E, il vient e + e' = e et e + e = e . Puisque 

^ e + e, il s'ensuit e = e'. Cet unique vecteur de E s'appelle le vecteur nul de 
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F >>( * note 0. par analogie- avec le calcul sur le* nombres de K . Li 
correspondante s'écrit donc x + 0 = a- pour tout x € E. Hk de 

frire a la deuxième règle de calcul, on en déduit que pour tout „ c „ 
un unique ÿsB tel que „ yf = 0. En effet, si f est un autre Ve «5 U % 
y + il vient / «0 + /-» + Jf' + lf =V + l/ +1/ = 0 + y> Jjp r Kl ^ 

Proposition. Soit E un espace vectoriel sur K. 

» Pour tous x, y, z € E, si l'on a x -f * — y + z, alors x = y. 

- Pour tout x e B, on a Ox — 0 et pour tout A e K, on a AO = Q. 
p- Pour tous x € E et A € K, si Ax - 0, alors A = 0 ou x = 0. 

Démonstration* Si l'on a x + z = y+ z, on ajoute A chaque membre <J e 
l'unique vecteur z* € /T tel que ;-f- : ; = fl; il vient x + 0 = y + o, c'est-A^fl** 

Pour tout x € E, on a x + 0 = x - lx = (1 -f 0)x = \x + 0x = x + o* n* * 

Ox = 0. Pour tout A € K, on a Aü -I- AO = A(0 -f 0) = A0 = Aü 4- 0, d'où" AO $ 

Soient x e E et A 6 K tels que Ax = 0. Si A / 0, alors le scalaire /i = i/i ° 
défini et l'on a 0 = y(Xx) = (/jA)x = lx = x. /est bj^ 

I 

Notation. Si x € J?, le vecteur (-l)x est noté -x. De plus, si y e E i 
U + (-x) est noté y - x. Nous avons alors x~x = (l-l)x = Ox = 0 pour toutT^ 

Conséquences des régies de calcul 

- Pour tous vecteurs y et y 1 appartenant à E, nous avons les équivalences 

y + 1/ - 0 <=> y' = -y <=s y = —y f t 

- Xl"C" " " appartenânt à £ et ^ > ° UT tOUt SCala,re A nul. « 

X V = )/<=> ÿ = (I/A)i/. 

En effet, étant donné un vecteur p, il n'y a qu'un seul vecteur p- tel que jW-O 

puisque "I îf' *" muW P liant P ar le scalaire (1/A) (qui existe 

puisque est différent de 0), on a (1/A)j/ = (l/A)(Ap) = ((l/\)\)y = \y = y. 

Exemples 

par un scalaire sonU^ ^ K_eSpace vectorie l- L'addition et la multiplication 

le scalaire A e Q est simc^ 3 ** V * Ct ° neI ' ^ multi plication du vecteur x € R (»' 

► De même C es, un » " * “« —^res réels A e. x. 

C est un R-espace vectoriel e. aussi un Q-espace vectoriel. 


. L-ensemble des matnees n x p 4 coefficients dans * 

K- U» °P érahons »»*« « "««implication p ar ? n , w *** 

^finies dans le chapitre a. Quand on co„.,L * aUj " *W celle, „„ ... 


ss r * <=r=s:c--% 

rr: iz ™ L K zrr ^ - 

jl-espace vectoriel. Si / : /- R e . , : / _ * * *«*» * f dans R oj un 

définie (/ + s)(x) = /(x) + ff(x). De p,^ si , ^ J : 7 ^ R esl la fonction 
fonction définie par (A/)(x) = A /(x). ’ € *' alors V : / -, R „ t 


^ L'ensemble des suites de nombres de K est 
l'espace vectoriel des fonctions de N dans K VectorieJ sur K. C'est 

tome d'Analyse, la somme de deux suites (iu "tT* i'* 1 * * ** déRni dan5 le 
terme général u„ + v„ et le produit de la suite tu I n “ **** U 5Uite de 
suite de terme général Au„. n par ^ nombrt A € K est la 

Espace vectoriel produit 

Si A et B sont des ensembles, rappelons que .e produi( artésim A 
chapitre 2) es. .'ensemble des roupies (x, v ). où x décrit 4 et où y décrit B. Nous 
allons voir que s. JT et F sont des K-espaces vectoriels, alors E x F a UH1 H sW 
tout d'abord de définir la somme et la multiplication par un scalaire dans E * F 

I Définition 

Soient F et F des K-espaces vectoriels. U somme des éléments (i.j) et (y,/| 
de £ x F est définie par (x, ÿ ) + (x',j/) = (x+x'. ÿ+! /) rt le produit d'un élément 
(x.y) € E x F par un scalaire A e K est défini par Afx.j) = (Ax.Ay). 

Proposition. Soient E et F des K-espaces vectoriels. Muni des opérations défîmes 
ci-dessus, E x F est un K -espace vectoriel, appelé l'espace vectoriel produit de £ par F. 


II est facile de vérifier que les règles de calcul imposées dans un espace vectoriel 
sont satisfaites dans E x F. Indiquons juste que le vecteur nui de E x f est Je 
vecteur dont chaque composante est nulle, c'est-à-dire (0.0) et que par commodité, 
on le note également ü. 


Dans un espace vectoriel produit, on calcule composante par composante. 
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» « - un — 

■* TZ^ ftem.tqulins que le vecteur nul de K" est le vecteur ( 0 „ .J 
Nous venons au chapitre 7 que K” est un exemple fondamental d'espace vec,^ 

Définition! 

Soient « un entier positif et *,. *n,V *** v ^ re d un Kes P** vectoriel. 

^ S'il existe A| € K tel que y = Ai j*i , alors on dit que le vecteur y est colinéai re * rj 

^ si ri ^ 2 et s'il existe A lf A,.A* 6 K tels que y = À,x, + A 2 x 2 +. • 

alors on dit que le vecteur y est combinaison linéaire de *i,...,x n . 

Exemple. Soient f,g>h les éléments de l'espace vectoriel des fonctions de R darts 
R, définis par f(s) = cos2x, y(x) = (huit) 2 et h(x) = 1 pour tout x € R. Puisqu'on ‘ 
a cos2x = (cosir) 2 - (sin x) 2 = 1 - 2(sins) 2 , c'est-à-dire f(x) = h(x) - 2 g(x) pour 
tout x 6 R, on en déduit l'égalité h = / + 2y. Le vecteur h est ainsi combinaison 
linéaire des vecteurs / et g. 

Pour simplifier la formulation des énoncés, nous serons amenés dans la suite de 
l'exposé à écrire que le vecteur y est combinaison linéaire de même 

lorsque n = 1. Dans ce cas, cela voudra dire que y est colinéaire à X\. 


Sous-espaces vectoriels 

Dans ce paragraphe, E est un espace vectoriel sur K. 

1 Définition 

Soit F une partie de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de F si le 
vecteur nul de E appartient à F, si pour tous x t y e F, on a x + y € F et si pour 
tout jr 6 F et pour tout A 6 K, on a A x E F. 

En raisonnant par récurrence, on démontre que si n est un entier positif et 
si JT|,..., x,| sont des vecteurs d'un sous-espace vectoriel F de F, alors toute 
combinaison linéaire de appartient à F. 

Proposition. Tout sous-espace vectoriel de E est un espace vectoriel sur K, 

Démonstration. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Le vecteur nul de E apP®^ 
tient à F donc F n'est pas vide. De plus, les opérations somme de deux vecteurs de F 
et multiplication d'un vecteur de F par un scalaire sont bien définies dans F, c'est-* 

ESPACES VECTORIELS r HAI , 6 


M rrestun espace vectoriel sur K. ■ 

Cette prof**’" 0 " ^ U vectoriel. Les 

Sectoriel* von. foum.r de nouveaux et nombreux exemples d'espaces vectonl 

gxofnpfc* 

Les parties {0} et E sont des sous-espaces vectoriels de E. 
l 'soit / un intervalle de R. La somme de deux fonctions continues sur / est 
continue et si l'on multiplie par un nombre réel une fonction continue sur /, 
on obtient une fonction continue sur I . Puisque la fonction nulle est continue, 
l'ensemble des fonctions continues de I dans R est un sous-espace vectoriel de 
l'espace vectoriel des fonctions de / dans R. 

^ L'ensemble des suites convergentes de nombres réels est un sous-espace vectoriel 
du R-espace vectoriel des suites de nombres réels. En effet, d'après les propriétés 
des limites, la somme de deux suites convergentes est convergente et si l'on mul¬ 
tiplie une suite convergente par un nombre réel, on obtient une suite convergente; 
de plus, la suite dont tous les termes sont nuis est convergente. 

Proposition. Soient n un entier supérieur ou égal à 2 et ai,< 12 ....,a* € K. Soit F 
l'ensemble des vecteurs (ar t , x 2 ,...,*„) de K" tels que a ,n + ojx 3 + • ■ * + a n i n = 0. 
Alors F est un sous-espace vectoriel de K n . 

Démonstration. Le vecteur nul de K" appartient clairement à F. D'autre part 

soient x = (*i, a*. x n ), V = foi - W.*) des vecteurs de F ' n 

(ai xi + a 2 x 2 + * •« + a n x n ) + (<UVi + a W + ' ' * +flni/n) = °’ 
ai (xi + y\) + a 2 (x 2 + !&) + ••* + s 

-le vecteur x + y = (xi -f y lt + !fo) appartient donc à ^ ^ m ^ eaoQK 

est un élément de K, alors on a A(o,r, + W + "* donc 

Oi(Ax,) + a a (Ax 2 )+ - -l-a„(Ajr n ) = 0; le vecteur Ax = (Ax„...,Aj.j PF*™ g 

à F. 

^ p n G est l'ensemble 

Si f et G sont des parties de E, rappelons que hme^tKm^ 2) 

des éléments de E qui appartiennent à la fois “ * 

dr E do* FriG est un 

Proposition. Si F et G sont des sous-espaces veci 
sous-espace vectoriel de E . 

u . " 
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. » U vecteur nul de E appartient a t et à C, il ap 

Démonstration- W nt à F nC, c'est-à-dire à F et à C. Puisq ue > 

jfflC. Soie"» x et tf PP de e,jc + !/ appartient à F et à G, c'est-à^ 1 
G sont des —nrrï appartiennent à F O G. I! s'ensuit quef^ 

Fn(7 \ De . Üfo^ vectoriel'de E. . 


rnfi. De tnenie, » _ _ 

est un sous^space vectonel I 

( 2x + 3y -f \z =; o ! 

je. L'ensemble des vecteurs (*.».*) e R ,els< l ue ( -x + î, + 2ï = 0 

effet jggt l'intersection des sous-espaces vectoriel, 

- 0 }*{(*•**>«* I -* + » + *- ®> de *. 

De manière générale, l'ensemble des vecteurs (*„ **. x,) de K» solutions 4, i 

système d'équations linéaires ^ j 

' 011*1 + Û 12*^2 + * ” + q ' p x p ” 0 
021*1 + ^22^2 + • * * + a *P T P = 0 j : 

k 0*1*1 + û„ 2*2 H- <*np x P = 0 

est un sous-espace vectoriel de K p . 

a- r des vecteurs de E. Soit F l'ensemble 

Proposition. Soient n un entier positif et * 1 , - ■. * ^ F , s/ *, us ^ 

vecteurs de E oui sont combinaison linéaire de xi ,.- - f n« 
nectmiéiîk E^et s'appelle le sous-espace vectoriel de F engendré par les vecteurs xi,. -iX»- j 

Démonstration. On a 0=Ox, + - • -Hte., par suite î 

tion, il existe des scalaires A.A„ tels que x=A,x,+• • •+A„x n et il ^ , 

^,....,/i„telsqueÿ=piX|+ •+itnX»Ilvientx+jr-( i+Fi^ _ , ^binaison 

et Ax = (AA,)xi+ -- + (AA„)x„ pour tout A€K. Ainsi x + y et , ; 

linéaire de x„.Il s'ensuit que F est un sous-espace vectonel de rs. 

Exemple. Soit F = {(x, y, ï) € R 3 | x - 2p + ï = 0 } • Pour tous nombres réels i.V— ? 
nous avons les équivalences 

X - 2jr +Ï = 0 <=> X = 2y- z <=> (x,ji,ï) = (2y - e,V. 2 ) r 

<=> (x,y, ï) = y(2,1,0) + x(-l,0,1)- j 

On en déduit que F est le sous-espace vectoriel de R 3 engendré par es j 

(2.1,0) et (-1,0,1). j 

Remorque . tedeS 3 

Soit F le sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs * 1 t ...,*n• S il exl5 | 


^ i h .-<Vp àeF tels qUe ' P ° Ur t0ut *' x * est combinaison linéaire de y, y, 

veCt pest aussi le sous-espace vectoriel de E engendré par tes vecteurs y,.y p ! 

alors * 

, de l'intersection et de la notion de sous-espace vectoriel engendré par des 
En P lü * jc j u ne autre façon d'obtenir de nouveaux sous-espaces vectoriels. 

ve cteufSr v 

Stioil. Soient F et G des sous-espaces vectoriels de E et soit H l'ensemble des 
prOp° sl ^ g Récrivent z = x + y, où x e F et y ç G. Alors H est un sous-espace 
vecteur* - ^ ace vectoriel H s'appelle la somme de F et G et se note F + G. 

vectoriel de *• 

tion H est clair que le vecteur nul de E appartient à H. Soient . Il 

tels que z=x+y et z'=x / +y f . Il vient 2+;r / =(2+y)+(*' +t/}= 
existe x J , ’ Puisque F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, on a 

(x + + + „' e G et par suite ï+ï'€F. De plus, pour tout AeK, on a As=Ar+A», 

* +X 'f et A y 6 G, donc Aï € F. n s'ensuit que F est un sous-espace vectoriel de E. ■ 

rrz£r.r: c .'£:ïï£ 
risx- Si Ve TT ~ rc F 

démontre de même l'inclusion G C F + G. 

proposition. Si F est le sous-espace vec,orie ‘^ ^ <&* r + G 

DémonstraHon. Us vecteurs x^. ■ Puisque F + C - « 

appartiennent tous à £+£ linéaire de - 

F + GRtop'r^uement, si ï€F + G/ alors il e«ste x e ^ ^ Unéa^ 

..; oi 

ni rtC={(x.ï' i)eR 12 " 

Exemple. Soient F = {(x, y. x) e 1 ^ r+V + “ " 

Pour tous nombres réels x,ü' Zt on . 1.0) + 

/ „ = (-u~z,y,z) = 

J . + î/ + i = °^(x,y,*) ‘ ^ y^o, i»n)* 

et , - 0 {*. ». 2 ) = (j ’ y ’ 0) S1 ' ’ aré WI te vecteurs (-l *- 0 » 

ace vectoriel de R 3 ^fj^endré p« vecteur* 
Il s’ensuit que F est le sous-esp ace vectoriel de 
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, m u> sous-espace vectoriel F+G est donc engendré par le, 

(, ’ ü M,W i 0 ) (1,0,0) et (0,1.0). Mais tout vecteur de R est combinaison l in( 
(-1.1,0), (- .O.* - , e( ( fl. i,ü). En effet, pour tous x,y,zç R, j| viem (j 

de*. vecteurs ( >'' . . ™_*. „acf 0 nr de R ,J est donc a fnri;*.: __ . '*• 


<■ "" , i i) iWL0,UJ --/ « *reni i x ü 7* 

fr + S,o.o) + ôî;"!’!., oï ÜT t ‘ 

^jnwnenUlit tout vecteur de R 3 est somme d'un vecteur de F et d'un vecteu, ^ 

Dans l'exemple précédent on a (1.1, U = (0. -1,1 ) + ( 1,2,0) = (1, -2, „ + (0 
^ vecteurs (0.-U). 0.'2,1) appartiennent à F et les vecteurs (1,2,0), ( 0 ,s'¬ 
appartiennent à G- le vecteur (1,1,1) s'écrit donc d au moins deux mani^ 
dictes comme .somme d'un vecteur de F et d un vecteur de G. 

Nous allons voir que dans certains cas, ce phénomène est impossible. Formulons U 
définition correspondante. 


Définition 

Soient F et G des sous-espaces vectoriels de E. On dit que F et G sont svp. 
plément(tires, ou que G est un supplémentaire de F, si tout vecteur de E s'écrit de 
manière unique comme somme d'un vecteur de F et d'un vecteur de G. Cette 
propriété se note E = F <$> G. 


Proposition. Soient F et G des sous-espaces vectoriels de E. Les sous-espaces vectoriels 
F et G sont suppléînentaires si et seulement si E = F + G et F C\ G — {0}. 


Démonstration. Supposons F et G supplémentaires. En particulier, tout vecteur 
de E est somme d'un vecteur de F et d'un vecteur de G, par suite F=F+G. Puisque 
Ff\G est un sous-espace vectoriel de E, on a OeFflG. Si xeFnG, on a x=x+0=0+j, 
x € F et x € G, donc par unicité de la décomposition de x en somme d'un vecteur 
de F et d'un vecteur de G, on en déduit x = 0. Nous avons donc F O G = {0}. 
Réciproquement, supposons E - F + G et Fri G = {0}. Puisque E = F + G, tout 
vecteur de E est somme d'un vecteur de F et d'un vecteur de G. Soient y^tf € F 
et 2,s € G tels que y + z = y' •+• z 1 . Il vient y — j/ = z* — z. Puisque F et G sont des 
sous-espaces vectoriels de E, on a y - j/ e F etV - z € G. Il s'ensuit y - j/ € FnG, 
donc y — j/ — 0 et z —2 = 0, c'est-à-dire y ~ y* et z = z r . Tout vecteur de E s'écnt 
donc de manière unique comme somme d'un vecteur de F et d'un vecteur de G 
Cela signifie que F et G sont supplémentaires. ■ 


plo. Supposons que E est le R-espace vectoriel des fonctions de R dans R 

zisz*, r f r ciions /r ^ r m = « pour tout x ^ o. ?»» 

/i./j€F et pour tout xSCJ, on a (/, +h)(x)=f,(x)+fi(l)=0+0=° 


i 

1 


* 


fonction / E F et pour tout A € R on j 

ev - » **-- 'i : ?~ 

5-5 

f ' nn a £ = F * G. En effet, pour toute fonction / : R _ » _ , 

A ' 0rS . g -, R les fonctions définies par u(i) = 0 si x < o a( L _ ,, , “ ) * ~ ' 
* *; flx) si x « o et „<x) = 0 si r > 0; alors on a • eV.e'Æ" 1 ! 
JÏUu* E = F + G. De plus si /6 FnG alors on a /(x, = 0 pou, L x Vt 
pour tout *>0, I* fonchon nulle. On en déduit Fn G = {0}. 


e.ercica. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions de R dans R et soit 

£.{/€ *|/(U-/<*>»■ 

I Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E. 

b|Soit g le vecteur de E défini par g{x) ~x pour tout x€ R et soit G le sous-espace 
r ^oriel de E engendré par g. Montrer que F et G sont supplémentaires. 


Réponse. 

o> La fonction nulle prend la valeur 0 en 1 et en 2, donc appartient à F. Soient / et h 
des vecteurs de F. Alors on a /(l)=/(2) et h{l)-h{2), donc (/+A)(I)=/(])-t-Ml)= 
/(2) + h( 2) = {/ + fi)(2) ; le vecteur / + h appartient donc à F. Si A est un nombre 
réel, on a (A/)(l) = A/(l) = A/(2) = (A/)(2), donc !e vecteur Xf appartient à F. 
bj Par définition, les vecteurs de G sont les fonctions de 1a forme Xg, où A est un 
nombre réel. Soit / un vecteur de G. fl existe donc un nombre réel A tel que 
/ = A g. Si / appartient à F, alors il vient 

0 = /(2 ) - /( 1) = (À ff )(2) - (A*)(l) = Aj(2) - À ff (l) = A(y(2) - <rfl) *= A(2- 1) = A. 


Ainsi nous avons A = 0, donc f = Xg est U fonction nulle. Cela montre que 
l'ensemble FflG est égal à {0}. 

Soit feE. Cherchons à écrire / comme la somme d'un vecteur de F et d'un vecteur de 
G. Supposons que l'on ait /=u+v, où tieF * veC. Puisque v(G, il existe un nombre 
réel A tel que u = \g et puisque u6 F. on doit avoir u(l) = u(2). L'égalité de fonctions 
/=u+u signifie que pour tout xfiR. on a /(i)=«(r)+t.(x), donc il vient en particulier 
/( 1) = u(l) + r(l) = u(l) + Aj(l) = «(1) + A 
/(2) - u(2) + ti(2) = «(2) + Aÿ(2) = u(2) + 2A. 

En soustrayant la première égalité de la deuxième, on en déduit 


/(2) - /( 1) * «(2) “ «(*) + A “ X 

Définissons donc la fonction v en posant , 

u en posant u = f ~ t 1 -. Nous avons e € ,„x _ _ o. Cela 

V(2) - 1.(1) = Qm^mUgG) -?(•)) = /(2) ~J£J d vertM „ ï£ far 
appartient à F. Nous avons ams. défin. des vecreu 


montre que u appartient 

tels nn« 


eG 


■__ m.a l'on a . 
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Indépendance linéaire 


12Ü?ÎÎ «a. r»w <•'.'■ ** ”7" Y«ï "*** * -, 

sont dite ImMtrmmt Mtpenfotts si pour tous A.A„ e K, on a I im p y catj(|n 

A,x, + • • • + Kt* = 0 => A, = • ■ • = A„ «r 0. 


Ainsi tes vecteurs /. x n sont linéairement indépendants s'il n'y a qu'un* ^ 

(as-on d'écrire le vecteur nul comme combinaison linéaire de ..x„. 

D'après la proposition page 100, un vecteur x de E est « linéairement indépendant, 
si et seulement si s £ II 


Extmpks 

► Montrons que les vecteurs 1 et i sont linéairement indépendants dans le R-espace 
vectoriel C. Si a et h sont des nombres réels tels que a + bi - 0, alors a = 6=0* Cela 
signifie que 1 et i sont linéairement indépendants. Par contre, si l'on considère C 
comme C-espace vectoriel, alors 1 et i ne sont pas linéairement indépendants : 
en effet, si l'on pose À = 1 et p = i, alors Al 4- pi = 1 4- i 2 = 0. 

- Soient / et // les éléments du R-espace vectoriel des fonctions de R dans R, 
définis par /<jr) = njsjr et p(j) = sin.r. Si a et b sont des nombres réels tels que 
af + /wji = 0, il vient «eus x 4- 6sin x = 0 pour tout i £ R. En particulier, on a cette 
égalité si x = 0 et si i = tt/ 2. On en déduit a = 0 et 6 — 0. Les vecteurs / et g 
sont donc linéairement indépendants. 

- Considérons les matrices suivantes de A/ 2 (C) : 


,4 = 




-1 

0 


et C 


_ i 1 

~ [0 lj * 


Si h, b, v sont des nombres complexes, nous avons les équivalences 


aA + bB + rC - ü * 


{ a - 6 4- ie = 0 ( a — 6 — 0 

c - 0 <=> < a 4- i6 = 0 
o 4- ib + c = 0 ( c = 0 

{ a-b=0 fa=0 

( L 4-1)6 * 0 <=> c 6 = 0 
C = 0 [ c = 0. 


On a am». démontré M ue si a.b.c sont de» nombres complexe» tel» 1 ue 
1 + (< “ J,ürH ' J " à - c * 0. Les vecteurs 4, D, C du C -espace vectoriel 

^2 IL J sont donc linéairement indépendants. 
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de R 3 P« = (1.0.1), *,-(0,1.0) „ Ij = (1 , .. 

' V t!nent indépendants : on a en e«el xj = x, + x,, donc x, + *i + (- P “ 




I )x» = 0. 


Pour montrer que de» vecteur»/i.x,,.. ,c„ sont linéairement indé¬ 
pendante, il faut 

, . se donner de» lettres, por exemple A,. Aj.représentant 

de» tcabire», 

i - foire l’hypodtese que l'on a A t X| 4- Ajtj = ■.. + A„x„ = o, 

. puis démontrer que l'on o A| = Aj = • • = A„ = 0. 


,ifion. Soient n un entier supérieur ou égal i 2 et x tl , . ,x„ des vecteur s * E 
f* 0 ? 0 . indépendants. Alors aucun des x, n'est le vecteur nul. De plus, les vecteurs 

linéaire» 1 ^ j, deux différents et pour tout entier positif p tel que p%n, les 
‘ 1 " - sont linéairement indépendants 

vecteurs ri. *p 

stration* Démontrons les deux premières propriétés, la troisième étant 
^"édTte Soit i l'un des entiers compris entre 1 et n. Posons A* = 1 et A ; = 0 pour 
iitunédja^ ^ vecteurs X \,... .r* sont linéairement indépendants et les scalaires 

tout entic r ^ ^ toug nu l s , puisque A, = 1. On a donc A,i, + 4- A n x n 1 0, 

JO ou encore x, *0. Soient i.j deux entier» différent» compris 
TJ?” « rions p, = 1. W = -1 et p» = 0 pour tou, entier * # U- H vient 
«** + • + *•*» * 0, c'est-à-dire x, - x, # 0, ou encore x, # x,- ■ 

Prooosition Soient « un entier positif, x .. des vecteur, de E tiniârement 

^ndants et y un vecteur de E. Mors y est conAm^on toterre dejr,.x. » e 

seuTment si les vecteurs x,. *..V * P® tatawlM ' 

Démonstration. S'il existe des scalaires " = i'^'/ne 

il vient A,*, + - + A„x„ - y = 0, par sorte les vecteurs * I; ...,x..y 

linéairement indépendants. v ^ sont pas linéairement 

RéciprcKjucment, supposons que les vecteurs . . ^ ^ nuis te i 5 ^ 

indépendants. U existe donc des scalaires 

MHt4-- •+/i fl r„4-^iy=0* Si l'on avait ^ ^airement indépendants, 

donc /i, =-* =pt„ =0, puisque les vecteurs x i .* d]CÛOiV Par suite on* 

les scalaires /i, seraient tous nuis, ce qui est une ^ linéaire de xi - - t x « ■ m 

{^i//r nt |)ji- \)*n- Ainsi y est 


y= 


j. ,..,j w sont linéaire* 
Dans la proposition précédente, l'hypothèse que ,es | e vecteurs de R J définii* 
indépendants est cruciale : considérons par 

u lNDÈ e^CEU5ÉA«C »« 
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pjrT, -l 1.0,0), /;»(0,1.0), x,»x, f rt et If-(0.0,1); pu i#qüe 

linéaire de x, et *». I** «'•leur» r,,x;,xj ne sont pas linéa| nsm l' M 

donc X,.x,.x,.i/ non plus, cependant le vecteur y n’est pas u , m . '""Oj 

des vecteur» jri.Xî.rj, car dam route combinaison linéaire de j. 

coordonné* eM nulle. l,Xï * x l. I* 


4. Bases et dimension 

Bans ce paragraphe, E est un espace vectoriel sur K et nous 

E * (0(. c’est-à-dire que F. contient des vecteurs autres nue le „Ü1 * Uppo,ü nj 

i vecteu, nul. ™ 

I Définition 

Soient n un onHer positif et e,, .., r„ des vecteurs de E. On dit „ , 

est une toc de F si les vecteurs e,.e„ sont linéairement IndïLd,.*•) 

£ est engendré par les vecteurs e y ,..., e n . Pédants et », 

Lorsque n = 1. „n convient d’écrire que e, est une base de E. 

Exempta 

- Tout élément non nul de K est une base du K-espace vectoriel K P „ 

r nul dt K ^ * e k - ”■ * * - <*/.).. £.tr K » 

■ ri ~ ‘tzrzz L'j r r ^ «-*-», «s— 

«>"l des nombres réels C^stIneend^ "7 complexe s’écrit a+ U où a et à 
hase du R-espace v^toriel C * ^ ‘ * “ *"“«* 0- (U) es, u* 

” *21?' SU ^ r ° U * 2 « * .^ sont ,es vecteu.de 

*... e,=U '° . 0, ‘ - = .O)’ e„ = (0,.0,„, 

'es matrices suivantes de A/„ l( K, ' ra PP elons <1“® Ton a noté £,.£,.£, 


»* mm veeromeu cw. . 


AW» ( %f . E " ] '*"“*'>«*>* K,(K) « (%i% 

de A/l.n(")' ' **. &n) est une base 

__ Cü nsidérons les matrices suivantes de A/,fK) 

Mü)' *«[! J]. £, = [»«] 

Alors lEu.En.Eii.Ea) est une base de A/, (K). ^ 

Voi ci un théorème essendel. tant sur h pi an ^ ^ 

TbiLarfr" 1 * «*• lo ir *o™°toT Soient p un entier wm\ f 

ürtww» * Ë Itnémmnenl Tn dÿmtoÿ. Soré* , u „ rafifr JJ** 7 ‘.A ** 

pfclturs de E- On suppose que £ re t engenirl por gx ,., „ ulï ■V 9 ' 

„ zp et une base (ei.e„) de E. ttlle que ’ * «»(f imaa» 

e , = /, pour tout i i p et e, est l'un Jes acteurs 9] pour tout i > p. 

Démonstration 

Premier cas : supposons que pour tout entier Jt k vecteur * est combinaison 
linéaire des vecteurs Puisque tout vecteur de E est combinaison linéaire 

des vecteurs y, . g,, U s'ensuit que tout vecteur de £ est combinaison linéaire 

des vecteurs /t-••-./p- Les vecteurs /i..... /, étant linéairement indépendants, 
(/h • • - * /p) 651 donc une base de E. 

Second cas : supposons qu'il existe un entier k te] que g k n'est pas combinaison 

linéaire des vecteurs / t . f p . D'après la dernière proposition du paragraphe pré- 

cèdent, les vecteurs /i,... ,/p,< 7 * sont linéairement indépendants. Considérons alors 
le plus grand entier n compris entre p+1 et p + g pour lequel il existe des vecteurs 

e,. e n linéairement indépendants, tels que e, = /, pour tout i ç.p et e* est l'un 

des vecteurs gj pour tout i > p. Montrons que (eiv...,e„) est une base de E . 
Puisque les vecteurs et ,..., e» sont linéairement indépendants, il reste à démontrer 
que E est engendré par e tl ...,e„. Par définition de l'entier n, pour tout vecteur 
g Jt les vecteurs ei,...,e n ,g } ne sont pas linéairement indépendants. Tout vecteur g 3 

est donc combinaison linéaire des vecteurs e . . . Puisque tout vecteur de E est 

combinaison linéaire des vecteurs il s'ensuit que tout vecteur de E est 

combinaison linéaire des vecteurs e|,...,e n * ce qu'il fallait démontrer. ■ 

Théorème . Si E est engendré par un nombre fini de vecteurs, alors B existe uw base de E . 

Démonstration. Par hypothèse, il existe un entier q 2 l et des vecteurs ÿi. >0» 

tels que E est engendré par *.*. Puisque E* {0}, il ex^e un vecteur /€J td 

que / ^ 0. D'après le théorème de U base incomplète, où l'on T* 

h ise (et.f„) de £ telle que ei =/ et pour tout i >p. ri est I “ n Sj 

M BASES ET DIMENSION lit 
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Ce « 1 important : il affirme en effet .'exigence de base. 
p rop o.irk>n, aw— 1"‘ " «' * . . . . e -> «' *» k, 

rrTrff, ./««tcx. *.€K <* ff* l=r ,+ +7/ 

j* «*«, x,.x. s'appellent '« «w.^onnées de x dans fa base .. . * 

Démonstration. Soit ref-Le* scalaire* ... existent, puisque £’ _ 

dré par les vecteurs c.. De plus, si l'on a x,e, + ■ ■ • +x„e„ = ÿ,e, +... + y 

il vient (x, -*n)e, +-+<*■.-»>» = « Risque les vecteurs ..son, 

ment indépendants, il s'ensuit xi -tfi -■ ”- x « lfn-0, c'est-à-dire J "1 — i/|.r„ =!/ 

Les scalaire*» X|,..., x n son * donc uniques. 

Exemples 

- Considérons le R-espace vectoriel C. Si a et b sont des nombres réels, 
coordonnées du nombre complexe a + 6i dans la base (I,«) sont a et b. 

► Les coordonnées du vecteur (x|,-r 2 . *n) G K n dans la base canonique de K n 

sont x lt x it ...,x n . 

Remarque 

Supposons que (ei,... f e„) est une base de E. Soient x et y des vecteurs de £*. 

Notons x\ . x n les coordonnées de x dans la base (ej,...,e TJ ) et notons ÿ] t .. .,y n 

celles de y. Alors les coordonnées du vecteur x + y sont Xi + y lt ..., x n & 
celles du vecteur \x sont Axi,. \x n/ si A est un scalaire. 

Exercice* Soient les vecteurs /, *= (3,5) et / 2 = (4.7) appartenant à R 2 . Montrer 
que ifijn) est une base de l'espace vectoriel R 2 et calculer les coordonnées du 
vecteur (h, 6) € R 2 daas cette base. 

Réponse. Montrons d'abord que les vecteurs engendrent l'espace vectorid 

' Cl *' 1 à ’^' re t l uc * wut vecteur [a.b) e R 14 combinaison linéaire de f\ et / 3 . Pour 
tel., cherchons des nombre» x, et x, tels que x,/, -hx,/, = (a, b). Puisqu’on . 

+ x ‘f> m x '<3. S) + xj(4,7) = (3x, + *r 2 ,5x, -t-7x 2 ), 

I éxelité x,/, + x,/, -> ( 0 ,4) est équivalente eux systèmes 

fîe, f3x 1 + <Xj = n /3X.-0-, 

1 u*i + 7xj — à \x ) -.3*- 5o 
Ajuw nous avons l'égalité 

H <«.*>-(7«- 44)/,+ (36 -ta)/, 

son» que X, r::rr '"T? " ont Hn^hement indépendant». Suppo- 

H x, x, m de. nombre, réel, quc x , /( +X]/j , 0 Appliquon , te 


i - 4(3fr - 5u) 
- 5a 


f X, -7a 
t Xj a 36 


-46 
■ 5a. 


. ci dera' en choisissant fo.6) = (0.0) : il vient x, * O - - - 

^ donc linéairement indépendants. W r i “ 0. t» WflJrI 

1' ' est une base de l’espace vectoriel R 1 . 

Coordonnée» du vecteur (a,6) dans la base (/,./,) m dnn . 

nombres 7t. - 4à, 3* - Sa. "* dom *' t" 'Wm (.,. 

_,in'on. Supposons que E possède une base jorm k dt „ Wf(fürs fi 

p > »■ « lors V vec,eurs K sont P* UMmmni mdrpenden^ 

-t^onsf ration - ^ ’ • , e “ ) ““ ^ dC £ - Supposon6 <1” P «< un entier 

^ « et ^ ue . * p 8001 P vecteurs de E tout je\ 12 „t 

^ t ^ s C . .On; ><* coordonnées de f } dans la base (e,.e„), de sorte que Pon a 

f /| = ÛII^I + + a n ,c fI 

| h = û 12Cl + **- + C„2<? tt 


b fp = a ip€i +■■■ + an P e n . 

r t0US xi,..J* P € K* le vecteur x,/, + x 2 / 2 + •.. + x p f p a pour coordonnées 

dans la base (c,.e„) les scalaires 

( yi ~ U||X| -f- ûi2ï 2 -f • ■ + ajpjp 

î/n = ûnl^l + Û„2^2 +-f OnpVp 

Puisqu'un vecteur est nul si et seulement si ses coordonnées dans la base (fj.e„) 

sont nulle», on a l’équivalence .^ + Û|?JJ + ... + Ol ,x,=0 

Xl/l-f X 2 / 2 + '* + Xp/p= 0 <=> j : i 

l ûniXj + + ' * * + = 0. 

La matrice de ce système d'équations linéaires est la matrice A - [a,;) appartenant 
à A/„. P (K). Puisqu'on a p > n, il existe une matrice-colonne X 6 A/^, t (K) telle que 
A' ï 0 et AA' = 0 , d'après le corollaire page 70 . Autrement dit, il existe des scalaires 
xj. x^, ...,x p non tous nuis tels que xi/i 4 - hfi + ^ x pfp - 0s q^ 

vecteurs /i, /2,..., j p ne sont pas linéairement indépendants. 

Ibèorèma . Si E es t engendré par un nombre fini de vecteurs, alors toutes les bases de 
E ont le même nombre de vecteurs. 

Démonstration. Soient (ei,...,e„) et (/i. Jp) deux bases de £\' 

Vecteurs /,./ sont linéairement indépendants on a p « n. a P ’ 

P’^cédentu. Puisque e.. sont linéairement indépendant», on a de même « . ) • 

««•ensuit,,,^ 
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| Définitif un nomb re fini de vecteurs. U nombre de , 

I Supf**"" 5 E ^J de E s'appelle la dimension de E et se note din, £ X, 
1 q U i forment n de VespaCe vectoriel {0} en posant dim(ü} =0 

1 „ , d écrire que E est engendré par un nombre fini de 

ïxemplo* Je dimension 2, car (l,i) est une base de c 

- Le R-espace vec on à 2 Alors K n est un K-espace vectn 

- ® olt " un ^p^STbase canonique de K" est formée de n vecteur/" * 
"«pace vectoriel Aft(K) est de dimension 4, ca, une base de Af î(K) ^ 

[s ;]• p:ï-C 3- . 

" et de l» colonne j est égal à 1 et dont tous « autres coefficients son, n* 
Alors les vecteurs E„ forment une base de A/„, P (K). En particulier la dimension 
de A/„(K) est égale à n 2 . 

Définitions 

Un espace vectoriel de dimension 1 s’appelle une droite vectorielle ou plus simple, 
ment une droite et un espace vectoriel de dimension 2 s'appelle un plan recto* 
ou plus simplement un plan. 

Proposition. Si F et G sont des K-espaces vectoriels de dimension finie, alors l'espace 
vectoriel F x G est de dimension finie et l'on a dim(/ r x G) = dim F -F dim G. 

Démonstration. Démontrons ce résultat lorsque F ^ {0} et G =£ {0}. Soient 
une base de F et (j?i t •.•, 9q) une base de G. Considérons les jj + Ç 
vecteurs suivants de F x G : e à = (/,,0J pour tout t € {lf* tP) et € P+i = 
pour tout j € {1—,ç}. Soit x un vecteur de F x G. Par définition du produit* il 
existe y 6 F et z € G tels que x = (y, z), c'est-à-dire x = (y, 0) 4- (0, z), Puisque y n* 
combinaison linéaire de .,/ p et puisque z est combinaison linéaire de 
il s'ensuit que x est combinaison linéaire des vecteurs ej,,.., D'autre part a 
r >*- ■ • ' x p*a *"* des scalaires tels que X\e { -f- ■ ■ • 4- Xp+qe^+q = 0, c'est-à-dire tels q ue 

( T \fi + *pfp, Xp+lÿl H-4- x p +qgq) = (0,0), 
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vecteurs 


et *r , aU ent (ei . «W «t une base de F x G fcuremn,t '"dépendants. 

par , 

J énoncés qui suivent sont ufiles lorsqu'on veut da 
L* 5 d ' spaC e vectoriel de dimension n forment une base qUe d “ vecteurs 

‘ m^* Supposons E de dimension n/‘ 

E Indépendants. alm p0l Df 

' e sont linéairement indépendants, alors ils forment an, base de E ’ 

B* / 9 ~/' 0,S rlus. si n Meurs de E entent 

£ ators ils forment une base de E. 

Démonstration. Supposons que sont p vecteurs de E linéairement 

dépendants. D'après une proposition page 113, on a Supposons p = a et 

montrons que E est engendré par f\ ./„. Si x est un vecteur différent de tous les 

r alors d'après ce qui précède, les n+1 vecteurs /,./,„x ne sont pas linéairement 

indépendants, par suite x est combinaison linéaire de Tout vecteur de E 

/ ^mbinaison linéaire des vecteurs /,. f n , donc {/,./„) est une base de E. 

Supposons que E est engendré par les ? vecteurs g, . s ,. Puisque E contient 

d'autres vecteurs que le vecteur nul et puisque tout vecteur de E est combinaison 
linéaire de gu • • • ,9q* ^ un des vecteurs 9j n>est pas nul. D'après le théorème de la 
base incomplète, on peut compléter ce vecteur de manière à obtenir une base de 
E formée de n vecteurs pris parmi gu...,g q . U s'ensuit n^q. De plus, si l'on a 
q=n, alors cette base est nécessairement formée de tous les vecteurs g\ . ÿ n . ■ 

/ 

Corollaire. Supposons E de dimension n J 1 Soient (e,. e,) une base de E et 

. f n des vecteurs de E. Notons A la matrice de A/„(K) dont les coefficients de 

la j-iime colonne sont les coordonnées du vecteur f, .tons la base (e,. — c„). Mon 
est une base de E si et seulement si la matrice A est inversible. 

Démonstration. Posons A = [a,j], de sorte que l'on a 
fl = ûll^l 4 • ’ ' + ûnl 6 »» 

J2 ~ «12^1 + • • * + fl "2 c n 


/„ =0i„ei + •'• + 
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Pour tous .. Xn 

dan* la base (ej 


e K, le vecteur xifi +* 2/2 + * * * + *n/„ a pour 
y e n ) les scalaires 

y t = a\\X I + « 12*2 *♦ I" û I» x n 


COOl 




[ y n =i li n \X\ + (ln'2 x ‘2 + ” * + ^nrtî/n- 

Puisqu'un vecteur est nul si et seulement si ses coordonnées dans la base (,,, 
sont nulles, on a l'équivalence , . 

. = 0 


l'équivalence 
J*i/i + -+ X| 


ULt: 

( 0|I X 1 + fl J2 x 2 H -h - (J 

; : 

+ «« 2*2 + * • ’ + a m|Xri = ( 


■’M 


“ û nriX ri = fl. 

Or la matrice de ce système d'équations linéaires est A. Ce système a po Ur 
solution *, = *2 * • • * = ** = 0 si et seulement si la matrice A est inversibfcn 
s'ensuit que les vecteurs f\,h<- •.. Jn sont linéairement indépendants si et seulemen 
si la matrice A est inversible. On conclut grâce au théorème précédent. 

Exemple. Soit m un nombre réel. On considère les vecteurs de R 4 : /, = (| fin j ^ 
fi = (1,0,0,1), h = (lt I. 1) ^ / 4 = (1,1,1,1). Choisissons comme base de R< 
la base canonique (e J ,e 2 ,e 3 l e 4 ). RappeJons que ei = (1,0,0,0), ©2 = (0,1,0,0) 
e-j = (0,0,1,0) et ej = (0,0,0,1). D'après le corollaire ci-dessus, (/],/ 2| / 3l / 4 ) fât 
une base de R 4 si et seulement si la matrice 


A = 


n 1 1 

m 0 1 
l 0 m 
0 1 1 


est inversible, donc si et seulement si det A 0. Pour calculer d et A, retranchons U 
dernière ligne à la première, puis développons selon la première ligne. Il vient 


detA = 


1 1 
m 0 
1 0 
0 1 


1 1 
1 1 
m 1 
1 1 


1000 

m 0 1 1 

10 ml 
0 1 1 11 


0 1 1 
0 ml 
1 1 1 


1 

m 


= 1 — m. 


Il s'ensuit que {/h/ 2 ,/ 3 ,/ 4 ) est une base de Rl si et seulement si m ^ 1. 

Changement de coordonnées 

Considérons lesvccteurs de R’ : /, = (1,0,1,0). / 2 = (1,0,0,1), /, = (1,1,0,1) <*/< = 
U u, v w e * em P lec ‘- d, * sus («vec m=0), (/,./,./,./,) est une base de B 4 . Soit 

dit n ^L d ° n ! ^ coordonnées dan - s la base canonique sont a,b,r,d t autrement 

Ac4). Cherchons les coordonnées de « dans la base (/,,/j,/,,/,), c'est-à-dire 
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— les nombres réels x^z % t tels que (e, 6 ,c,d j4s , / A , 

^ ♦ » h +2/3+ ,f> = f 1 ; 0, , ; 0,+B(UIU > + «à iVih* 1 n „ 

I} -(* + » + « + «.« + i 1 , + l| , + g + | / ] 

^nes équivalents suivants : 

' — n i _ 


et I ® 5 sy! 


l :«-* 1 —* Ur-Sr- 

j (a, b , c, d) = (o - d)f] + [-b + d)f 2 + (q + j,_ c jv, x/ 

J^cuber, nous °b.enons ies coordonnées des vec*urs de u 
£ " Sans la base (/i./j.A./a)- 11 «ent ^* 

* et = /, + / 3 - /, 

( *2 = -ft + /3 

©3 = -/a + /i 

,04 = -/l+/2-/| + / 4 . 

erc ic« 1 • Soit a un nombre réel. On considère les vecteurs de R 3 : /, = (2, a, 0> 

„ /, = (o.-l,U + 1 )' 

Montrer que les vecteurs f\ et f 2 sont linéairement indépendants. 
b| Compléter les vecteurs f\ et f 2 pour former une base de R 3 . 

Réponse. Notons (e^ 62 , 63 ) la base canonique de R 1 . 

a| La deuxième coordonnée de / 2 dans U base est égal à -1, par suite h 

n'est pas le vecteur nul. D'autre part la première coordonnée de /j est nulle alors 
que celle de /, est égal à 2, donc /, n'est pas colinéaire k f 2 . D s'ensuit que le 
vecteurs fi et /a sont linéairement indépendants. 

b) Une base de X 3 est formée de trois vecteurs. Puisque sont W*”™* 
indépendants, le théorème de la base incomplète affirme qu'il existe t « (1.2.3) tel 
que (/„/,.«,) est une base de R 1 . Dans la pratique, vrac te résultats. 

Si a = 0, alors (/,,/ 2 ,ej) et (/i,/j,ej) sont des bases de R 1 , alors que </>•/>. t) 
n'en est pas une puisque ei est colinéaire à /■• . , ,, , , 

Si q = - Ualors est une base de ates quen, (A ; M - **•**> 

n'en sont puisque 62 est co linéaire à /j et e, est co 1 j j ou 3 . 

Si a / 0 et a / -1. alors (/,./,-«.) es. une base de ^ gJ (ie5 

Démontrons par exemple que si a ^ h ^ d€ , a dont les 

autres cas se traitent de la même manière) d ^ ^ (êi.eî.ej) es* 

colonnes sont les coordonnées des vecteurs fu h 

12 ° l-ll' 1 

a +1 nl 


-1 

|0 °l rr A est une base de R 4 - 

Puisque ce déterminant est non nul, on en déduit que 
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Ex«rciM 3. Considérons les vecteurs de R' : /. ( ». ». », 2), / a = (Q J ; 

h = vecteurs /„ /, et /a «mt linéairement indépendants. 

vectoriel de R 1 engendré par /, * et A . M „ nll# , 
vecteur (/.y.*.*) de R* appartient à F si et seulement si 2x - 10y- t + £k 

ÎST.I le premier vecteur de la base canonique de R* e, A la ^ 
colonnes sont les coordonnées des vecteurs e, dans la base ca„ uni * 

R r En utilisant les régies de calcul d'un déterminant, on obtient H * * 


rM A = 


= 0 . 


Puisque deta4 * 0, U s'ensuit que (/„/,,/■*«.) w» ^ne base de R 4 . En particu| . 
les vecteurs *> nt linéairement indépendants, donc les vecteurs J u j ^ 

sont a fortiori linéairement indépendants. 

b] Soit v={x,y,z t t) un vecteur de R 4 . Le vecteur u appartient à F si et seulement si Lest 
combinaison linéaire de J\ donc si et seulement si les vecteurs /1 u ne SOn) 

pas linéairement indépendants, puisque les vecteurs / 1 ,/ 2 ,/j le sont Or les vecteurs 
/it/at/s'» ne sont pas linéairement indépendants si et seulement si (/i,/, f / |ltl ) 
n'est pas une base de R 4 . On en déduit que u appartient à F si et seulement si on » 
1 0 1 x | 

1 1 0 y 

1-121 r 

2 3 0 t 

Développons ce déterminant selon la dernière colonne : 

1 0 1 J 

! 1 0 y 

-12 1a 

2 3 0 t 

D'après les règles de calcul d'un déterminant il vient 
1 1 0 
-1 2 1 
2 3 0 
1 0 1 
1 1 
2 3 0 

U vecteur u appartient donc à F si et seulement si 



1 1 0 


1 0 1 


1 0 1 


1 0 1 


-1 2 l 

+ y 

-1 2 1 

— z 

1 1 0 

+ * 

1 1 0 


2 3 0 


2 3 o| 


2 3 01 


1-1 2 1 


ii n 

1 0 1 


1 0 0 


12 

21 

|2 3 j J ’ 

Il 11 , 

-1 2 1 
2 3 o| 
1 0 1 , 


-1 2 2 
2 3 - 2 I 
110 0 


|3 “ 2 | 

fl -Il 

"1* sh « 

1 1 0 | 
-1 2 l| 

3 

11—1 
-12 2 

* J 

2 

*1 


- 10 . 


«4- 


lOy - z + 4t * 0. 


Dam I exercice précédent la méthode utilisée pour démontrer que les vecteurs /i./ii / 3 
“ m 1 ^ Jirement ‘"dépendants est justifiée par le théorème de la base incompl*‘ c 
• aJ ^* rme en e < l ue ^ on p®ut compléter trois vecteurs linéairém* 0 * 

indépendants de R‘ par un vecteur de la base canonique pour former une base de R' 


^+* 9 *" V ‘ Kt0fi • l, en dim *mion 

E de dimension finie. Si ( c . _ v t 

Suf ”^eéP ace veCt0riCl de E ’ 4lore toul vecteur deV^.^V' E * Si F «*• 
un En général, les vecteurs c, n'appartiennent pa s l T'^‘" ûn de 
^ nmoin s que F est engendré par un nombre fini de vecteurs ° U * al ' 0nS montrOT 

,, Supposons E de dimension n. Si F esl un tou*~~. 

•tension finie, inférieure ou égale à n. De „/,« ^1! wclonr ' * E - ^ors 
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tJïï*** fime ' infMeunou (galt 1 »■ * Z7Zr!T£L* F e :T 
-r'Ti—• * e » re '«-wT^rr:s‘* 

"♦1 «aw " F ” ■" 7 «te**. ü ™ dJT.Ta” 

"and entier P «mpns entre 1 et n pour lequel on peu, trouver p vecteurs ! 

f linéairement indépendante, d.sons /,.Soi, x un vecteur de F, difféJ 

de tous les vecteurs /.. Les p+ 1 vecteurs /„x ne son, pi , linéarremen, 

indépe ndantSl Puis< l uc les vecteurs fl . fp le sont, i est combinaison linéaire de 

, Il s'ensuit que F es» engendré par /,./„ et donc que (/,./ ) es, 

ü base de F. Le sous-espace vectoriel F est donc de dimension p et l'on ap«r,.Si 

p = n , alors les vecteurs f t ./„ sont linéairement indépendants, donc tonnent une 

base de F (voir le théorème précédent page 115). Ainsi F contient une base de £. 
donc aussi toute combinaison linéaire des vecteurs de cette base, par suite F = Em 

Proposition. Si £ est de dimension finie et si F est un sous-espace vectoriel de E de 
dimension p^l, alors il existe une base de E dont les p premiers vecteurs appartiennent à F. 

Démonstration. Posons n — dimF. Si p = n, alors on a F = E et le résultat est vrai. 

Supposons p<n et notons (ci - ^Cp) une base de F. Puisque les vecteurs t x e p sont 

linéairement indépendants, le théorème de la base incomplète affirme que l'on peut les 
compléter par n-p vecteurs choisis dans une base de E, pour former une base de E. m 

Proposition. Supposons E de dimension finie. Soient F et G des sous-espaces vectoriels 
de E différents de {0}. Si (e lf ...,e p ) est une base de F et si (e^i..-• «t une 
base de G , alors les sous-espaces vectoriels F et G sont supplémentaires si et seulement 
si (ej,... ,c p + 7 ) est une base de E. 

Démonstration. Supposons que F et G sont supplémentaires, c'est-à-dire que 
l'on a F + G = £ et FnG = {0}. Soit x € E. Il existe r € F et »-G Ws 

que x = x + y, donc : est combinaison linéaire des vecteurs ri.^ 

W ri *i.sont des scalaires tels que riri + ^+W^- ' 

*iri+--.+ a:j , e , > =-* p+I<v+) -et ain» *,«!+•--+W 
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r nr-tol on en déduit J-jei+ -+jy P 11 [ '* >s vecteur» e .Pp étan, 

/TlG“ (°h on .. _. J ,=|).Dfméini'‘>nax H = ... = , ""ûfc 

rrnnl indépendant», i vit ^ |inéai(Vinent indépendants. Les vecteurs ' 
^pendants et par suite (et.e p+î , es, une base 

Réciproquemcnt, supposons que (e,.<W «*,“"* b “* * S. Chaque VecH 

, appartient à F ou à G, donc i F + G. Il *ensu„ que F + G cont,^ 
base de £, par suite F + G = F.. D’autre part, soit J- € F nG. Puisque 

es, une base de F e, puisque (e,. *„) «* “* base de G, il 

scalaires r,.tel' que x = av, + • • • + x p r p et a- - + • • • + ^ 

Il vient j,n + • + ip'p -*p>> K r*t - t p‘v f p*i - d. Les vecteurs e,. 

étant linéairement indépendants, on en déduit *,**■•• = * P +q = 0, donc x = q ^ 
seul élément de F n G est donc le vecteur nul Ona F + G — E et F n G = ( 0 j 
par suite F et G sont supplémentaires. B 


s-.r'MfcG'- On a (Fr\G)+ G'= G et (Fncinr" < A , 

G * ^ &resp*** vectoriel de F + G. Montrons que F et G sIïî'T** 

^ ^.^piémentaires de F + G. ** F *<* m des sources 

veC ton« iQn a 2=j + i/oùr6FetÿçG. n ni(h „ 

Soit 3 e y -h J# et par suite on a z = (x + y .) + ^ _ Vi € FOC et w e G 
% ^;Je n. à >, on a x + j/i E F. Tout ^ ^ * - 

FJ * P ^teur de F et d’un vecteur de Cf, autrement di, on a F + G ™ + (f™ 
d “ n , e f nG'. Puisque G' C G, on a s e C, donc ae FnC et par suite - amartréni 
» «'• «* 3 (FnC > nC ' » W. <“>- a - a AiTon ÎVrXïf 

O «tue F et G' sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de F + C on a 
2 f+ dimG' = dim{F F G). PuisqueFOG «G son, des sources vectoriel, 
oolémentaires de G, on a d,m(FnC)+ dtmC = dimC. En retranchant ces deu» 
^lités, on obtient dim F - dim(F n G) = dlm(F + G) - dimC. d'où le résultat. ■ 


Dans la proposition précédente, si F et G sont supplémentaires, alors diniF- 
dim F + dim G. Cette égalité est encore vraie si l'un des sous-espaces vectoriels F 
ou G est {0}. 


Si E est de dimension finie et si E = F (b G, alors on a dim E - dim F + dimG^l 

■WtMuldj 


Corollaire. Si E est de dimension finie, alors tout sous-espace vectoriel de E a un 
supplémentaire. 

Démonstration. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Puisque {0} et E sont des 
sous-espaces vectoriels de E supplémentaires, on peut supposer que F est différent 
de {()} et de E. Posons n = dim E et p — dim F ; on a donc 1 < p < n. Nous 
savons qu'il existe une base (ej de E telle que (ej,...,e p ) est une base de 

F. Notons G le sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs c p ^i. <v 

Puisque les vecteurs e p *t.e n sont linéairement indépendants, (ep+u ..., e n ) *st 

une base de G. G après Ja proposition précédente, on a E = F® G. ■ 

Terminons ce paragraphe en donnant la dimension de la somme de deux sous-espaces 
vectoriels. 

Proposition. Supposons E de dimension finie. Si F et G sont des sous-espaces ivctoriels 
de E, alors on a dim( F + G) = dim F + dim G - dim (F n G ). 

Domonstrotion. Puisque F n G' est un sous-espace vectoriel de G et puisque 
est de dimension finie, il existe un sous-espace vectoriel de G noté G, tel que 


5 Sous-espaces vectoriels de K n 

Dans ce paragraphe, n est un entier supérieur ou égal à 2. 

Il a deux façons de décrire un sous-espace vectoriel F de K' 1 : ou bien se donner 
des équations de F, autrement dit considérer F comme l'ensemble des vecteurs 
/ x j., .jr n ) de K" solutions d'un système d'équations linéaires, ou bien se donner 
une base de F, ce qui permet de paramétrer F, c'est-à-dire de trouver explicitement 
tous tes vecteurs de F. Chaque description a son utilité. Lorsqu'on a des équations de 
f on teste aisément si un vecteur donné de K n appartient ou non à F. Lorsqu'on con¬ 
naît une base de F, on trouve rapidement des vecteurs appartenant effectivement à F. 
U est indispensable de savoir passer d'une description à l'autre. Lorsqu'on a affaire 
à un sous-espace vectoriel engendré par un nombre fini de vecteurs, on commencera 
par en chercher une base. 


Passage d'équations à base 

Pour cela, on résout un système d'équations linéaires. Si la matrice^ de ce systè 
n’est pas en échelons, on commence par pratiquer la méthode de Gauss 
chapitre 4 paragraphe 4, pour se ramener à un système dont la matnee es e 
Dans le cas d'une matrice en échelons, présentons sur un exemp 
employée pour trouver une base de F. 


Exemple. Soit F le sous-espace vectoriel de R J constitué des vecteurs t 1 -»’ 
■’ que fx + V-* + t = 0 u matr j œ de ce systtme est [„ „ 1 -ij ’ C 

... ' z — 2t = 0 _ [ a deuxième par z : 

■chelons, La crémière éauation commence par 


tels 

^ échelons 


l,M) 
elle est 
on écrit 
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, lon) X et r «. fonction de. autre, coordonnée, du vecteur djns 

canontque de R 1 , c'e»r->-dir* ki en fonction de ,, et !.. Précisément, on* b * 


- y - Z +t 


0 


/■' + » . 

\ i - 2t a 0 


fr= -îr + f 
l r » 2f 


Traduisons ce. égalité» en une égalité de vecteur, de RIl vient 

( i + y - r +1 « <> 


{ 


* - 2f = 0 


(x, j/, -2,0 = (- V + 


(r.Ii.i.f) **»(-•. 1.0.0) + <d, 0 , 2 , 1 ). 

= (-1,1,0,0) et /) = {1,0,2,1). D'après le. équivalence, n-d^ 
et /» appartiennent à é' et tout vecteur de h est combinaison h, 

< _» - — ■ r rv...»__* 


Pü«OaS fl = \“I,1 ,Ü.W/ l-v-i-r-r . • ' t, ' Ut ^SUj| I 

vecteur» j\ et h appartiennent à F et tout vecteur de F est combinaison li n l. 
de /, et A. donc le. vecteur» /, et h engendrent F. D'autre part, r- - 

u f, + f/, =0<=> (-0 hf.0,2f,f) = 0<=> y = ( = 0 

donc le. vecteur, /i et /j sont linéairement indépendants, n s'ensuit que (/, j, 
est une ba.*** de F. 

Fq* manière général», un* foi» b méthode d» Goun pratiquée, fa dimension de F 
égaie à « - r, où r est le nombre d'équations effectivement écrites. De plus, une baie d* 

J - F est obtenue en écrivant la coordonnée qui figure en tête de chaque équation en fonction 1 
| de toutes celles qui ne sont pas écrites en tête. 


Exercice. Considérons Ji*s sou s-espaces vectoriels de R* : 

F = {(x, y, z, t) € R 1 | x - y - 2t = 0 et x + t = 0 } 

G = {(x,y, î, fJ 6 R 4 | x - z + f = 0 et y + a = 0). 
al Trouver une base de F et une base» de G. 

bjLes sous-espaces vectoriels F et <7 de R 1 sont-ils supplémentaires? 

Réponse 

o) Pour tous nombres réels jc. y, z, t, il vient 

r.-,-,-. r,-,-,.. r,— 

{ J* -M = 0 l y + 3f = 0 [y=*-3t 

<=* (ar.y.M) = *(0,0,1,0) -3,0,1) 

tt 

fx-i+t-Q (x = z-t 

\ y -f ; = 0 « (*, V, X. 0 « i{l, -1.1,0) + f(-1,0,0,1) 


Pui»H u ' on * P^Hqué U méthode d 

-3.0.1) forment unr ^ b. v 

«. - (->."■»• I) forment un, b JW * * Dr ^ “ 

y Calcule»» b déterminai,! d. I, 

vecteur» tf„ «*, u.i et dan» u bd* * tü W» Kjn| . 

0 -1 I -Il . cT! 0 °' dWn ^^ 


10.0. U, „ 

n.„ 


0 -3 -1 
j 0 1 

0 1 0 


1 -1 
“ 3 “I o 

I fl , 


“3 -i a 
1 o ] 


- ü -, 

-3 


Ce déterminant n'est pas nul, ?Ar 3ujte 

^^pacr. vectoriels F et C de R‘ ta. de R< u 

B# ch.r«h. d'un, bâte à par* * 

« y a un algorithme pour cela, fondé sur un DnrH1 „ "9*ndrent 

17 .. , . r " ,, P e tr és himnl*. 

Soient P on entier supérieur ou égal à 2 et u . * 

Notons F le sous-espace vectoriel de K” engendré pu ^ VMtun * 

- “ U ” SCa ' ai " “ rt .. l« vecteurs ded2, 

et t-, = «. P° ur ÉOU » 1 ? 2 - Puisqu'on a u, = ( l/o w - ”, F» r <'.=u U[ 

de K' 1 engendré par i>i, v 3 ,..., Vp . ‘ * 50,18 vectoriel 

- Soient A un scalaire *t u»„ W,.te, \ a vetteurs de p 

et «c, = «. pour ‘out i » 2. Puisqu'on a u, = w , _ Alll - P = U| + A “J 
vectoriel de K" engendré par ...,u; p . 2 * »°u*-«pace 

Expliquons cet algorithme sur deux exemples. 

Exemple 1. Considérons les vecteurs de R 4 : u , - n 0 n f5 

Va 4,_2) '2"' (2 ’ 3 ' 4 ’ 5) " Ui Noto “' f 

tonel de R engendré par ces vecteurs. Écrivons la matrice 4eA/ 45 (B) dont les 
coefficients de la j-ième colonne sont les coordonnées de u, dans h base canonique 
de R J . Cela revient à écrire en colonnes les coordonnées des vecteur,. Il vient 

"12 1 2 r 

-Il 231 
04 - 440 ' 

1 5 -2 S 1, 

La première étape de l'algorithme consiste A remplacer, pour tout i ÿ 2 . le vecteur 
W| par un vecteur de la forme u, - Atq dont la première coordonnée dans la base 
canonique est nulle. 

D'après le principe énoncé, F est ainsi engendré par les vecteurs v* = U|, t£= 1 * 2 - 2111 , 
i>i » «3 - u l# U| = U 4 - 2t*i et t /5 = 145 — U]- 


A = 
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U matrice dont les colonnes sont les coordonnas de 

,-jnrinUlLU‘ de R * ^ _ .. ^ I 


canonique 


I 0 0 0 0 

-I 3 352 

0 4-440 
1 3 -3 3 0 


Poursuivons de la manière suivante. Le sou s-espace vectoriel F est 

les vecteurs w\ = V\, w 2 = ~vr t , u% - v A , w 4 =■ v 4 et w 5 = v- 2 . La matri^^ pâ ' 

colonnes sont les coordonnées de W \, w 2 , «’j, w i} w r , dans la base can<w d ° nr K 

ân ° m q Ue ni ^ 

r 1 0 0 0 oi * ^ 


-II 353 
00-444 
10-333 


On continue en faisant des opérations élémentaires sur les colonnes de 1 
ci-dessus, jusqu'à obtenir une matrice dont le premier coefficient non nul d 
colonne est situé en-dessous du premier coefficient non nul de la colonne 6 CfUkîUe 
On obtient successivement les matrices P rec *den(e 


1 0 0 0 0 ] [ 1 0 0 0 O] 

“11000 . —11 000 
0 0 -4 4 4 ' pU “ 0 0 -4 0 0 

. 1 0 -3 3 3 J 1 0 -3 0 0 

D'après le principe énoncé, F est engendré par les vecteurs 

fi = (1.-1,0,0), = (0,1,0.0) et f 3 = (0,0,4,3). 

Soient a, b,c des nombres réels tels que al, +bt 2 + ct 3 = 0. Puisque at, + bt, + cU - 

ÏdéÜd 11 vient u =6 = c = 0. Us vecteurs t„t 3 ,t 3 sont donc linéauem^ 

indépendants et forment ainsi une base de F. 

F „' e vcctoriel de R J engendré par les vecteun 

dont 1 fft • 112 j ’ et U3 “ ^ 2 ’ 2,1 * 3 )- Notons A la matrice de A/ U (R) 

Înl ? “i r!; J4ème CO,0nne ^ les adonnées de u, dans la base 

canonique de R*. |] vient 


- ’» * 1. m.M„ A, **«■. a* 

en-dessous du tw m P']™ uer coefficient non nul de chaque colonne est situé 
U Pamwr non nul de la colonne pLdente. On obtient 


-Rivement les matrices 

ri 0 2‘ 
2-12 
3 -1 1 
1 -1 3 


1 0 0 

2 -1 - 2 

3 -1 -5 
1 -1 1 


. ^ principe énoncé, F est engendré par Jes 


1 0 01 

2 “1 0 

3 -1 ^ 

1 M , 


Vi - (1,2,3,1), Ü2 = (0,l-in 

’ ' et — (0,0, — i X) 

. a b,c sont des nombres réels tels que au, + ^ . 

vecteurs «..•*.<* *°nt donc linéai rement indL,2l° \ fl *■» <■ = * = r = 0 
JT F. B» particulier, on a dim P = 3. PuisqJ , ainsi un» ba* 

on en déduit que les vecteurs linéai^,^'^ n ^ endren * F - 

■ Appliquer cet algorithme, c'est pratiquer la méthode de Gai„< „ lT~i " ' 
la matrice A. te. colora», de i 

^ Les vecteurs non nufs obtenus à lo fin de 

pendants et forment une base de f ^ ^ { 

- Si fen a P vedeurs * *’ - V < ». b méthode de Gam permet de vrmir 
si ces p vecteurs sont linéairement indépendants : 

En particulier, la méthode de Gauss permet de savoir si n vecteurs de K" forment 
une base de K". 

Passage de base à équations 

Montrons sur un exemple comment pratiquer l'algorithme précédent pour trouver 
des équations d'un sous-espace vectoriel de K n , lorsqu'on en connaît une base. 

Exemple. Soit F le sous-espace vectoriel de R 4 engendré par les vecteurs 
«i = (1,1,2,1) et u 2 = (2,1,3,4). Le vecteur ti| n'est pas nul et le vecteur u* n'est 
pas colinéaire à u\, par suite tu et U 2 sont linéairement indépendants et forment 
ainsi une base de F. On en déduit dira F = 2. 

Soit u = (x,y f 2,t) un vecteur de R 4 . Notons G le sous-espace vectoriel de R‘ engendré 
par u,, u 2 et u. On a donc FcG. De plus, on a l'égalité F-G si et seulement si ueF. 
La matrice dont les colonnes sont les coordonnées de ui.uî.u dans la base canonique 
de R 4 est 

P 1 2 x 

A= 1 1 * . 

* 2 3 z 

1 4 t. 


,U vectorieu CW * 
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Prjlitluons la ** de Gauss su, les colonnes de A pou, trouver une . 
G. Nous obtenons successivement les matrices <4 

-JO 0 P 0 

1 -1 v~* et 1-1 0 

2 -I î-2j- 2-1 z-ÿ-z 

1 2 t-z J U 2 l + 2 i/- 3 x. 

Il s'ensuit que si c - » - * / » U1 * 1 + 2 « ~ V * °> les ^urs (1 ,, 

n f + 2«-3x) forment une base de <7 ** 


les sous-ensembles suivants de R‘, p féa9rr 

J. et lorsque Cest le cas, en donne, une base 


Il s'ensuit que slî-ï-i^vuîi — ' -" “ —«urs (ljj 

(0 - 1 , - 1 . 2 ) et (0,0.2 -y-z,t + 2y-3z) forment une base de G et l'on , £ 
ce cas dimC = 3. 0 s'ensuit également que si * - y - x = 0 et si t + 2p _ ^ * 
alors les vecteur, (1,1,2.1) et (0,-1, -1.2) forment une base de G e, l'on , d '’' 
ce cas tlim G = 2. Résumons ce que nous venons de démontrer par les équivak^ 
n € F <=> G = F 


► <Jim G - dim F 


car F c G 
car dim F = 


/ z — y — x — 0 
1 1 + 2y - 3x « 0. 

Des équations de F sont donc x + y - a = 0 et —3x + 2y 4 -1 = 0. 


^■ Exercices 

LOn considère les vecteurs suivants de C 3 : 

«j — (1 — i.i, 1 + •), «2 » (-1.1,3) et u 3 “ (1 - 

a) Montrer que (ui, a 2 . « 3 ) est une base de C 3 . 

W Calculer les coordonnées du vecteur (1 + i,2,i) dans la base (ui,f* 2 iU 3 ). 

2, On considère les vecteurs suivants de R 4 : 

= (1,-2,1,2), u, = (1,-3,1,2), Uj = (2,-4,3,4) et u, = (1,-1,2,3). 
al Montrer que (ut, u,. u,. u,} est une base de R*. 

b| Soient <i,6,c,d des nombres réels. Calculer les coordonnées du vecteur (a,4,c,d) 
dans la base (uj, u 2 , u 3 , u»). 

d Calculer les coordonnées, dan, la base u»), de chacun des vecteurs de 

la base canonique de R 4 . 


m espaces vectuhiels cw é 


sous-espaces 


"7; /lf .2.f)eR j| 3x-p + f=o ) / 

* (,, 2 ,() e * 4 | X -» +22 + ‘= l } 

eR‘ 4| * + t = 0et 2» + j,-j_ 0 j 

à l(x y,z.t)e** I l* + ‘l = l»l} 

j;^.,f) e RM3(^)€^(x, # ,,t ) = (3 û + 6>a - ta + a2s + i)j 

c ]e sous-espace vectoriel d«> R 4 engendré nar u. 

‘r,.. (U, o s =4» 

“• ,2 I L~Y > V~'- ,x r ".; - 

, R ‘ sont-ils supplémentaires? f. ^ [, r fa* 

0 ° 1 

j. Soit F le sous-espace vectoriel de R 3 engendré par les vecteurs (2,3,-1) et (l,-l,-2) 
Soit <7 le sous-espace vectoriel de R 3 engendré par les vecteurs (3,7,0) et {5,0,-7). 
o| Montrer que l'on a F = G. 
y Trouver une équation de F. 

6. Soit a. un nombre réel. Quel est la dimension du sous-espace vectoriel de R 3 
engendré par les vecteurs (a + 2,a,a - 2), (l.a,-l) et (a,-a,l)? 

7. On considère les vecteurs suivants de R 4 : 

Ul = (-3,1.0»2), U 2 = (-5,2,1,2), uj = (1,1,4, -6) et m *= (-1,0,-1,2). 

a) Montrer que le sous-espace vectoriel de R 4 engendré par u t et U 2 est égal au 
sous-espace vectoriel de R 4 engendré par u 3 et u 4 . 

b) Montrer que les vecteurs «i et U 2 sont linéairement indépendants. Compléter ces 
vecteurs pour former une base de R 1 . 

t. Soft F le sous-espace vectoriel de R 5 engendré par les vecteurs (1.0,1,-1,0), 
(2,1,2,1,1) et (3,1,2,0,1). Soit G le sous-espace vectoriel de R s engendré par les 
vecteurs (1,1,3,-1,1), (2,-1,-4,4,-1), ( 0 , 1 , 2 , 0 . 1 ) et (1,-2,-3,-1,-2). 
o) Trouver une base de F et une base de G. 

N Déterminer une base de F + G et donner une équation de F + G. 

4 Trouver des équations de F et des équations de G. 

< Déterminer une base de F O G, 
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r <,., M *,jt E le sous-espace vectoriel de R' engendré Pd . , 

*** * •rTiïZïL». 

vecteurs (1, a.2. lu .■. A r-ra 1 ? 

o, Pour quelle valeur de o a-t-on I ^al.té E - R 

bj On suppose n = -2. 

|i) Trouver une base de h 

nn Trouver des équations de h. . 

S L'espace vectonel E contient-il un vecteur de la base canon,que? Le Vectnir 
(1,-1,0,0) appartient-il à E? 

*0 U 0' 

et 0 I 0 . 

I V » Lot) 2. 

ojSoit U e AMR). Montrer que l'ensemble des matrices M € A frf R) telles q Ue 
A//I - HM est un sous-espace vectoriel de A/j(R). 
b) Donner une base de l'espace vectoriel des matrices Me AMR) telles que MD= D \f, 
<| Calculer P' 1 AP. En déduire que pour toute matrice M e AMR), on a MA = AM 
si et seulement si on a (F l MP)D = 0(P 'A/F). 
d| Trouver une base de l'espace vectoriel des matrices A/€ A/:,(R) telles que MA=AM. 

, Trouver des matrices A et B telles que les matrices A, B, AB. B A forment une 
base de l'espace vectoriel AMR). 


10. Pt»sons A 


appartient 

2-10 
2 t 2 
2 -I 0 


F * 


t 1 1 
2 1 0 

0 l l 


12. Soit n un entier supérieur ou égal à 2. 

o) L’ensemble des matrices inversibles de A/„(K) est-il un sous-espace vectoriel de 
AU K) ? 

bj Montrer que l'ensemble des matrices triangulaires supérieures de A/„(K) est un 
sous-espace vectoriel de A/„(K) et calculer sa dimension. 

13. Soit F l'ensemble des matrices A e A/ 3 (R) telles que ‘A = A. Soit G l'ensemble des 

matrices A 6 A/ 3 (R) telles que *A ~ -A. 

o) Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de A/ ;J (R). Calculer leur 
dimension. 

b} Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de AMR)* 

14. Soient E le R -espace vectoriel des suites à termes réels et a un nombre réel non 

nul. Un considère F l'ensemble des suites (u n ) de E telles que «n + i — atir * P° ur 

tout entier naturel n. 

o) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E. 

bfSoit (u») une suite appartenant à F. Montrer que l'on a u n = u<,« r ' P° ur tout 
entier naturel n. 

d En déduire que F est une droite vectorielle. 


t m tCHVACKH VF.I IOJU Kl J, 


1 II AP 4 


, g le C-vspace vectoriel des suites à temw* complet H „ s „ 

, 5 - ***' On considère F l'ensemble de» suites (*, de g «J* "" TOmbri ' 


pjeses- - f<l 

F gr tout n e 




pt ’ U n trer que F est un sousHspace vectoriel de E. 

dJ rnmnlpyp Mnnt. n . _ • 


yso’* , 

yjuletnc 


r un nombre complexe. Montrer que le suite lr»l _ 
r " . r ï = ar + 6 . ,r > ■HWtoil > F si et 

ment w ' 


' j Trouver deux nombre, complexes a et 0 tels que les suite* f*, „ 
Appartiennent à F. 

u Soient (Un) «f <”»> dcs suito a PF«rten»nt à F telles que u. = * e , », .,, 
” Métrer que l'on a u n = v n pour tout n € N. 

aSoit («J une suite a PP artenam à F Montrer qu'il existe des nombres complexes 
* \ et /, uniques tels que u n = Aa" + np" pour tout r» € N. 

Quelle est la dimension de F? 

,| Calculer explicitement le terme général de la suite («J appartenant à F telle que 
Uo = 1 et ui = *- 

5 oit E le R -espace vectoriel des fonctions de R dans R. Soient F l'ensemble des 
* fonctions paires de R dans R et G l'ensemble des fonctions impaires de R dans R. 
oj Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E. 
b) Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. 
d Notons exp la fonction exponentielle. D'après la question précédente, il existe des 
fonctions f et g uniques telles que exp - / + g, f € F et g € G Reconnaître les 
fonctions usuelles / et g. 

IL Soient u = (a,b,c) et «' = des vecteurs non nuis de R 3 . 

d) Montrer que si le vecteur u' est colinéaire à u, alors on a | \ y | ■■ | c é TI C c' T 0 ' 

Ilrt I o <»' I _ I b V I - I a a ' I = 0 Montrer que le vecteur u est 

b|On suppose que Ion a 2 / 1 ^ |c , c / l H 

colinéaire à u. 

19. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n ï 3. Soit f un sous^space vectond 
de E de dimension n - 2 et soit G un supplémentaire de f. 

o»Quelle est la dimension de G? vectoriel 

N Soient (u 9 v) une base de G, f un vecteur de F et 6 e sous 
de E engendré par tes vecteurs u + / et v + /• 

PI Quelle est la dimension de G'? Mires 

P«1 Montrer que tes sous-espaces F et G sont supp ^ 

c)En déduire qu'il existe plusieurs sous-espaces supplémen 

exercices t» 


ui vons l'exercice précédent en supposant a = 2 et b = - 5 . 
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2 a Notons E le R -espace vectoriel des fonctions de R dans R. 

a) Soient /,. / 2 £ E. On suppose que les fonctions /, et / 2 sont linéaire^ 
pendantes. Montrer qu'il existe X| € R tel que f\{x x ) ^0 et q Ue ^ ^ 

/ : R — R définie par 0ricti °n 

SI 


\fiM 

n'est pas nulle. 

b) Soient fiJitE. Montrer que les fonctions f\ et f 2 sont linéairement indépend 


si et seulement s'il existe des nombres réels Xi et x 2 tels que 


la ntes 


/i( x i) fifa) , 0 

M*\) /îfo) * 


c)Soient /i,/ 2l / 3 6 E. On suppose que les fonctions /,, f 2 et / 3 sont linéairement 
indépendantes. Montrer qu'il existe ii.ijeR tels que j/Jf* 1 ) /(^j I ^ 0 
considère la fonction 0 : R —» R définie par 


p(x) = 


7 i(xi) /i(x 2 ) /i(x) 

/ 2 (xi) /2U2) /j(x) . 

7*(xi) / a (x 2 ) h(x) 

Montrer que la fonction g est combinaison linéaire de f\, f 2 et / 3 . En déduire 
que g n'est pas la fonction nulle. 

d) Soient /i./j./j e E. Montrer que les fonctions /i, / 2 et f 3 sont linéairement 
indépendantes si et seulement s'il existe des nombres réels xj, x 2 et x 3 tels que 

7 i(xi) /i(x 2 ) /i(z a ) 

/î(xi) / 2 (xj) Afij) 

7j(xi) 7j(x 2) /3(xa) 


?é0. 


Quelques réponses ou indications 


2. bj Les coordonnées de (a, b , c, d) dans la base (u t , uj, u 3 , u*) sont 5a + 6 - 2c, -4a - b 4- d, 

a -f c - d, -2a + d. 
cl Utiliser (b). 

3. Les sous-espaces vectoriels de R 1 sont les sous-ensembles définis en ( 0 ), fcj et (e) et sont de 
dimension respective 3, 2 et 2. 

4 Chercher une base de F et une base de G. 

5 Démontrer que dim F - dira G et que l'on a par exemple F C G. 


, dif* 1 ' 


lCnS ion est égale à 3 si a est différent de a,J « _ 


1 - Elle e 


ua ESPACES VECTORIELS Ch AP « 


left v«t* urs àe F nC sont ceux qui vérifient ^ ^ 

* & déter minant dont les colonnes sont le, coordonne* . * F *** G 
* donc F = R 4 si et seulement si 0 ^ 2 eu <w k a/ 

- base tonnée de deux * + * 

^ f j Des équations de F sont par exemple /** + ty +1 s 0 
‘"I Utiliser des équations de E pour répondre 11 q,^ 0 ' 


doit trouver une base formée de trois éléments 


cl O" 


jlUt-Ii*' 1“ deux ‘i ucst, ons précédentes. 

., rtNon. car '« ™ lle "'■PP-** P» 4 KmsemW, en q^ 

U Trouver une base de cet espace vectoriel; la d,^ 10n a| ^ ^ 

,3 b) Montrer que FOG = (0) et calculer la dimension de F + C. 

M (|U suite (a") «t n™ base de F. 
lé bl Raisonner par récurrence. 

d Puisque F est un espace vectoriel, la suite A(o-) + „(*.). {Jb . + ^. 

F. Montrer qu il existe des nombres complexes 4 et „ uroque m, Z j-TT» ï 
U| = An + nff- Conclure en utilisant |b|. <txH-*± h « 

d| D'après (c). les suites (a") et (d") forment une base de F. On a dot* dimF « 2 
,| On a u., = i(3 + 0(1 + 2.)" + }(l - i)(l - 2i)\ 


17 . bl Montrer que FnC= {0}. Soit h € E. Pour trouver / g F et f e C telle que 4 ■ / + /, 
écrire h(z) = f(x) + g(z) et A(-x) = /(-,) + j(-,) » /( r ) - pou, tout a € 1. 
dOn a /(x) = ch(x) et g(i) = sh(x). 


IB. b) Considérer les vecteurs a'u - au 1 , Vu - bu 1 et du - eu 1 . 

19. a| La dimension de G est égale à 2. 

b) (i) Montrer que les vecteurs u + / et v + / sont linéairement indépendants, 
cj Montrer que si / # 0, alors G / G 1 . 

20. o| Puisque les fonctions f\ et f 2 sont linéairement indépendantes, ta fonction /, n'est pas 

nulle, donc il existe X\ Ç R tel que /i(*i) ^ 0. Posons = -ffcil et A* = /i(ri). Aion 
on a / = A,/, + A 2 / 2 et A 2 / 0. Les fonctions /, et /, étant linéairement indépendantes, 
la fonction / n'est pas la fonction nulle. 

b) Utiliser (a] pour démontrer l'existence de I: et x 2 . Réciproquement considérer des nombre 
A et il tels que A/, +/r/ 3 -0, autrement dit tels que A/, +ü/a "“J - 

En particulier les valeurs de cette fonction en xi et en Jj sont nulles. En d uire p 
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Chapitre 7 

Applications linéaires 


** 1, notion d espace vectoriel, voici celle *appU Mim Unéaire. Dans le cadre des 
«pares vectonels de d.mensron finie, applications linéaires et matrices ont des liens tZ 
«mte qu. justifient le calcul matriciel. Dans ce chapitre, la lettre K désigne Q R 0 u C 


1. Définitions et premières propriétés 

Dans ce paragraphe, E et F sont des K-espaces vectoriels. 


Définitions 

Une application linéaire de E dans F est une application f.E^F telle que f(x+y)= 
f( x ) + f{y) pour tous x,y€E et /(Ax) = A/(x) pour tout x€E et pour tout AeK. 
Si F = K, on dit que / est une forme linéaire sur E. 


1 °n fait A — 0 dans l'égalité f(Xx) = X f{x), alors il vient /(O) = 0. 
plus, si xi,...,* n sont des vecteurs appartenant à E et si Ai,...,A n sont des 
!r Ires ' alors on a /(Aix, + ■ • • + A n x n ) = A x f{x x ) + - • • + A„/(*„). Cette égalité se 
Contre par récurrence sur n. 


Amples 

Sn'i- i* 

s< Une application de K dans E, L'application f est linéaire si et seulement 
j Sl existe un vecteur e e E tel que /(x) = xe pour tout x € K. En effet, si 
° n a f{x) = xe pour tout x € K, il est clair que l'application / est linéaire. 
L , proc luement, si l'application / est linéaire, il suffit de poser e = /(l). 

Application identique de E est une application linéaire de E dans E. On rap- 
pj <P*e cette application est notée id £ et que l'on a par défimhon ids(x) - x 
r l °ut x 6 E 
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_ Soient U.p de* entier* positif» et A une matrice appartenant è Af„ , (K) 
les règles du calcul matriciel, si g est un entier positif (en particulier s *** 
alors l applicatton / : A/„.,(K) - A/,,.,(K) définie par f{X) = AX ’ 9 = I). 
matrice -V £ Af,.,(K), est linéaire. ' t ° u «e 


► Si E est l'espace vectoriel des fonctioas de classe C* (voir le chapitre 

tome d'analyse) sur un intervalle / de R et à valeurs dans R, alors |' a ^ dü 

de E dans E qui à toute fonction / Ç E associe sa dérivée /' est linéai^^ 0 * 

► Soient a, b des nombres réels tels que a < b. Si £ est l'espace vect • 

fonctions continues sur [a, b], alors l'application \p : £—» R qui à tout fer ^ 
rb * âssots. 

ç(f) - j u J(t)dt est une forme linéaire. Cela résulte des propriétés de l'ij 

(voir le chapitre 9 du tome d'analyse). 


l'intégr^ 


Proposition. Soient f et g des applications linéaires de E dans F et soit \ 

Les applications / + g : E — F et A/ : £ —» F dénies par (/ -f ff )( x ) - e (x) 

(A/)(jr) = A/(x) pour tout x 6 E sont linéaires. 5 et 


Démonstration. Soient i et y des vecteurs de £. On a 

(/ + 0)(* + y) = f(x + y) + g(x + y) par définition de / + g 

= fi*) + f(y) + y(r) + g(y) puisque f et g sont linéaires 
= (/ + S)(j!) + (/ + g)(B). 


De même on démontre que pour tout (4 € K, on a (/ + g)( l ix) = »(f + 9 ) (l) n 

s en.su, t que l’application / + g est linéaire On démontre de la même manière que 
I application \f est linéaire. M 


Voici des application* linéaires utiles en géométrie. 

Soi, A € K L’application linéaire f = Aid* s'appelle YJumoMie 
rapport A. On a donc /(x) = Ax pour tout x 6 E. 

Projection et symétrie 

ÏrTvectu^ fl t” VeC,0riek “PPl^enUire, de E. On rappelle c 

TÉ f Ar T * " e ^ * = *' + ^ x, € E.«T* i 
oT. Ax.l i r“r n c défilÜe ^ “ 11 P° U ' tout - e fT. Pour tou, A 6 
» a rf. i rt *« = *W, D* - 

» « «»_•. àjsxiTÆ'r 1 ''' °” '' ,wd " 

D *i et seulement si t c r » , 

2 et p(x) s x si et seulement si r € £i ■ 


,M MUNéAmu 



CMA* ? 


Rappelle la 

€£». 


^ jtj; ^Erap P .icarion défile 

s(x)-n 11 ~ ^ r ‘ ~ (*i + ij) = 2p(x) ~ a = (2p _ y f 0 "* 
aüH ement dit s = 2p - id B . L'application , donc est ^ 

„.«* p» * E ' 

fjt0 

. Soit / R 2 - Ri ^PPj^tion définie par /<*.,, = (4x _ . 
x ^ € R. Si x, y sont des nombres réels, on a ***"• 1)0111 tous 

M = - 2j/ ' Cl - 3y) + ( - 3l + 2 »’ -*+*> = (2x-ï)(2,3) + (2j-3x)(i 2). 

Notons Et la droite de R 1 engendrée par le vecteur (2,3) e, £, (, dmi „ , 
engendrée par le vecteur ( 1,2). Puisque ces vecteurs sont linéairement indépendlnL 
on a S. 2 = E,<b£h. L'application / est donc la projection sur £, parallèlement i E 
» Notons maintenant E, la droite de R 2 engendrée par (1 1) - E, U sJ 
engendrée par (1,-1). On a R 2 = E, ,* « ^ ^ * U drate 


(*.»)-^(M) + 




2 2 ' ■ 2 

Par suite l'application g : R 2 R 2 définie par g{x,y) = (,,*) est la symétrie par 
rapport à £1 parallèlement à £?. 


I Définition 

Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Si / est une application de E dans K n , 

les composantes de / sont les applications / (f / 2 ./„ de E dans K définies par 

/W = (/.(x),/ 2 (x),..</„(x)) pour tout i 6 E. 

Proposition, So/f n un entier supérieur ou égal à 2, Si / est une application de E 
î dans K", alors l'application f est linéaire si et seulement si ses composantes f • f n 
l ^ des /ormes linéaires. 

i Démonstration. Soient x t y des vecteurs de E et A un élément de K. Par défi- 

j ™tion des composantes de /, on a /(x + y)«(/i(x + y)»/3(* + îf). + ^ 

\ • /(Ax)a (/, (A*),/ 2 (Ax)./ n (Ax)). De plus, d’aptès les règles de calcul dans un espace 

} Ve ^oriel produit, on a /(x) + /(y) « (/»(*)+ /i(V»Jî(*) + />M UW + fM) 

| « V(x) = (A/,( X ), A/ a (x),... ,A/ n (x)). On en déduit que l'application f e*t linéaire 
] " et élément si /, ,/ 2l ... ,/ n sont des applications linéaires, c'est-à-dire des formes 
^ a ires puisque ce sont des applications à valeurs dans K. * 

J 

% 
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Th4oràm«. Supposons E de dimension n 3> 1. Soient (e,.e„) ^ 

mm»* F. Sort J'.E—F l'application définie par /(*)=x,u 1 + ..' 
* n r- r„ stmt les coordonnées de .r dans la base [ r . 


*"'"JlreE où jj .x„ sonf tes cordonnées de .r drms la base (c lf ._ e 

ïïLrttoi / «' ««*'*• /> p'^ / «' ''«*** mdication linéaire Je E Janip^ 

que fie,) = u, pour hml i e U .“) lf 


vi «m 

déduit 


Démonstration. Soient x,yeE et A € K. Notons e t j, u 

les scalaires tels que x » Jiri + * • * + - r n f » et W - i/J^i + * • • + y n t n . j] 
J+y = (Jl+i/1 )e, + • • * + (J„ + âr«)en et Aj = Ajjej H + Aj n e„. Ch, e 
/{Ax} = Ajè|«i +-f A-r„ttn — A/(j) et 

f[j + y) = (X| + l/l >ü| + • • • + (j« + Un)Un 

^ (il U| + • • • + X„u„) + (ÿi U] + • ■ • + y„u„) = f(x) + f(yy 

L'application / est donc linéaire et par définition de /, on a f{ Vi ) * ^ pour ^ 
r € fl.n}- 

Démontrons l'unicité de /. Pour cela, supposons que : E —> F est une application 
linéaire vérifiant aussi p(e,) = u, pour tout f € {l,...,n}. Puisque t'app|i C ati 0n rj 
est linéaire, on a pour tous X| t . ..,x„ € K, 

^(.riei + *• • + x n e n ) - xitf(e,) + • * • + x n g(e u ) = x,u, + « • • + x n u n . 

n s'ensuit /{xyty + • • • + x n e n ) = g{*\e\ + --+x n e») pour tous x,.x n € K et 

donc <?{x) = /(x) pour tout /ë£ puisque E est engendré par les vecteurs ei,...,e n . 
Cela signifie que g — /. i 

Le théorème précédent est important : il donne un procédé pour construire des 
applications linéaires. De plus, il met en évidence le résultat suivant, qui est d'une 
grande utilité. 


Si E est de dimension finie, deux applications linéaires / et y de E dans F sont 
égales si et seulement si elles coïncident sur choque vecteur d'une base de E. 


Proposition. Soit n un entier positif et soit f : K n — K une application. L'application 
f est linéaire si et seulement s'il existe ai€ K tels que 

f(*i . *n) - «iJj + •• • +a n Jn pour tous 2|,...,I n EK. 

Démonstration, Notons (éi,...,e n ) la base canonique de K". Puisque le* 

coordonnées du vecteur (j,. x n ) de K" dans la base sont Xj. *- 

s'il existe de tel* scalaires u».alors l'application / est linéaire d'après * 

théorème précédent. Réciproquement, supposons que / une forme linéaire sur K". 

IJ* APPLICATIONS LINtAJRKH rw 7 


^ „,=*/(«•) P 0 " 1 to “* i6 < 1 ’ 2 .»)• ^aprtsletl*, rèm 

P<l.K P ar ..*0-a,* 1 + ... + 1-ppücati^n 

}■* ' *** ln ^ a w cl |’ on a /=j B 

, „ sont des entiers positifs, on sait q ue ies annl . . 

les applications dont chaque c omp o Mm /£ t '“l°7 ,in#ail » de Kn 4a 
K » cette dernière proposition, nous sommes dmr ^ Unéâ ‘ re « 1 ' K'. 
C^ Krtons linéaires de K" dans K*. *" niesure dc décrire toutes 

le? temple, une application linéaire de R ! dans W es, un . , , 

r * y) „(,u + frtf- cx + d s ')• où “• b, r ,d sont des nombre, réels” 1 ,Cah0n * fonW 

intéies sons ' nous mamtenanl aux applications linéaires biiectives et en n,.* 1 
ln é T ë« à les caractériser. ' el en particulier 

chercher’*’ e 

I péfinWon 

Un isomorphisme de E sur F est une application linéaire de E dans F qui est 
bijective. 

proposition. Si f est un isomorphisme Je E sur F. alors la bijection rédpmjut f *■ 
est un isomorphisme de F sur E. 

Démonstration. L'application /“* est bijective (voir chapitre 2). Il reste donc à 
montrer que l'application /"' est linéaire. Soient U-i/eF Puisque l’applicaiion / est 
bijective, il existe 1,1! € E uniques, tels que /(x) = y et /(ri) = j/. Par définition de ' 
l'application f', il vient x = /’‘(y) et £ = j-'ly'), donc x + ri = / '(yH/^li/). 
L'application / étant linéaire, on en déduit /(x + 1 1 ) = /(r) + /(x*), c'est-à-dire 
/(j+x') = ÿ+ be vecteur x+F de E es t ainsi l'unique antécédent par / du vecteur 
ÿ +l/;i I s'ensuit /” :1 {y + tf) = x +x r , c'est-à-dire f~'{y + t/) = f- l {y) + f\l/). De la 
même manière, on démontre que si A est un scalaire de K, alors = A/~ l (y). 

L'application f ' 1 est donc linéaire. *■ B 

Définition 

On dit que E et F sont isomorphes ou que E est isomorphe à F, s il existe un 
isomorphisme de E sur F. 

Proposition. Supposons E de dimension n > 1. Soit (eu- - ,Ct *^ ^ ^ ^ ** 

! -E -, F une application linéaire. L’appUcstwn / est un hcmmptmmc s. et seulrmn 
s * (/(«i)»-. *s/(e n )) est une base de F- 

Démonstration. Supposons que (/(es)./<*»)) 451 ^ 

de coordonnées x .. dans ia base (e,,. ../lr„)) 

/W=x l /(e 1 )+- -+x„/(e„). Les coordonnées de /(x) dans la tw* '» 


;■! 

;rt 

> 


>«» • * '}i 
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x 


son, Jonc x,.*„■ H que si x et ^ sont des vecteurs de £ .. 

/{/) = /{x'), alors x et i’ ont les mémos coordonnées dans la base ( C] ,. * ^ 

fsuite x = L'application f est donc iniective. Soit 1 / € F de conrrt- 1 ' * * € ")' 

dans la base (/(e* 
par /, par suite / est surjective. 

Réciproquement, supposons que / est un isomorphisme. Soit y € F. Pui»q Ue 
surjective, il existe x € F tel que y = /{x). Si X|,... t x n sont les coordormé^ a ** 
dans la base on à y = /{x t e 1 + -bx„e„) = Xi/(e t ) + *.. + <r . * 


x L'application / est donc injective. Soit y € F de coordonnée» , ** 

la base (/(n)./(«»))■ L* vecteur * = W«i + ' ' * + a pour^^ 


L'espace vectoriel F 1 


' est donc engendré par /(ej),...,/(e n ). Soient * 1 ... 

scalaires tels que A|/(e))-t--bA fl /(e n )- 0 . Il vient /(Aj*) + . • • + A n e n )sO»"/ 

Puisque / est injective, il s'ensuit A|C| +-1- A rl e n = 0. Or les coordonnées 1 

vecteur nul dans la base (ej. e n ) sont toutes nulles, par suite Aj = ... — ^ y 

Les vecteurs /(ej)./(O sont donc linéairement indépendants. 

Corollaire. Supposons E et F de dimension finie. Alors E et F sont isomorphes si 
seulement si dim E = dim F. 

Démonstration. Le résultat est clair si E = {0}. Supposons E jL {0} et posons 
n - dim F. Soit (e,.e„) une base de E. 

Si / est un Isomorphisme de E sur F, alors (/(«O,... ,/(e n )) est une base de F, 
d'après la proposition précédente. On a donc dim F — n. 

Supposons dim F - n et donnons-nous (u ( ,,.., u„ ) une base de F. Soit g: E F 
l'unique application linéaire telle que </(e<) = u< pour tout » e ,n}. Alors g 
est un isomorphisme, d'après la proposition précédente. a 

En particulier, si n est un entier positif, alors E est de dimension n si et seulement 
si E est isomorphe à K". Ainsi K n est un exemple fondamental d'espace vectoriel. 

Montrons pour terminer ce paragraphe qu'une composée d'applications linéaires est 
linéaire. 

Pr °P 0sition * S** G un K-espace vectoriel Si f : E — F et g : F G sont des 
applications Unéaim. alors la composte go / est une application linéaire Je E dans G. 

D*mon*Toti«o. Soient x.yeE. Puisque l'application / est linéaire, on 
+ *' ~ ^ + /U). L'application g étant également linéaire, il «n > 1 
plu. si v llv fu)) + 9{f(y)) ' C ' e “' i ‘- dire a ° /(* + V) = s ° /(*) + 9 0 /(»)■ * 

■ ,ixm) - a * w ' ,) ■ 
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<W 7 


linéaire « 

re paragraphe, E, F sont des K-espaces vertn« t 

dans F. *****« /«, un, 


i ^ 

loé*# 
an 


aire oc - - “iT'iuiuon 

..ppel'e qu« 9i C e5t une P arti e de E, alors l' ima2e . . 

- n constituée des éléments de f de la forme n z) 8 C P" / ea la pam, 
g^pitre 2). ri 1 ), ou z est un élément de G 

p-pown®"- Si G “* vectoriel Je E, alors /(Cl « 

JS* F- 

^monstration- Puisqu'on . /( 0)=0 et puisque k vecfovr nul de £ 

„n en déduit que le vecteur nul de F appartient i /(G). Soient *V 

lion de /(G). « «** * k «P* P=/(x) et ï '-/(x < ). U vient 

puis p +✓-/(*+*«)' car 'nPpHcatron/es, linéaire. Mais <? es, un soJspL 
riel de F, par suite * + *' € G. On en déduit t l+y , €/(Gj. De même on démontre que 
si A€ K/ alors A y € /(G). L ensemble /(G) est donc un sous-espace vectoriel de F. • 

proposition. Si G rsf /c sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs in.u* 

alors f(G) est le sous-espace vectoriel de F engendré par les vecteurs /(uj)./ç^j, ' 

Démonstration. Puisque le vecteur u, appartient à G. il s'ensuit que /(u.) 
appartient à /(G) pour tout i. Soit y 6 /(G). 0 existe x G G tel que v . /( x ). 
Puisque G est engendré par les vecteurs util existe des scalaires 

tels que jr = xiui-t-+ x^Un. L’application / étant linéaire, an en dédi 

u = nf{ui) -F-b x n /(u„). Le sous-espace vectoriel /(G) est donc engendré p 

s vecteurs /(uj),... ,/(«»»)• 


tels . 

y = xi/(ui) -r-r 

les vecteurs /(uj),... ,/(u„). 


I 


Définition 

On appelle image de / le sous-espace vectoriel /(F) de F et on le note Ira/. 

Si F est de dimension n ^ 1 et si (ej,... ,e„) est une base de E, alors la proposition 

précédente affirme que ïm / est engendré par f[t\) . f[c n )‘ U sensuit que si - 

«t de dimension finie, alors Im / est de dimension finie et 1 on a dtnilm/ $ dira 

^ >po po»ition. L'ensemble des vecteurs x de E tris gue /(x) -0 “ n * n * 9 ~ es P* cr 
Mortel de E. Ce sous-espace vectoriel s'appelle le noyau de / et se note Ker/- 

Démonstration. Puisque /(0) - 0, le vecteur nul de £ ^ n ^ rt 

^ un scalaire et si x 7y sont des vecteurs de E, on a 

«**) = A/M car l'application / es. linéaire, « ^ » /li) ° ™ 
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ilors /(* + V) * 0 et /(Ax) - » On a donc démontré que *i x et y 
i Kit /. alors x + B et Ax aussi, d'où le résultat. KK rt,e ^Ae ni 

Proposition. L'application / est injecta* si el seulement si l'on a Ker/ - 

Démonstration. Supposons l'application / injective. Si x est un vecteur d 
alors /(x) = U, donc /(xj = /(0J. Puisque l'application / est injective, il s'en*,*, ^ 


Par conséquent on a Ker/ = {flj. Réciproquement, supposons que l'on a Kor/ 


Ias 0. 

(0). 


Soient i et y des vecteurs de E tels que /(x) « f(y). Il vient f(x) - /(«) ! q* f®)- 
l'application / est linéaire, par suite on a /(x - ;/) = 0, c'est-à-dire x ~ ~ ' ***** 
Puisque Ker/ = {0}. il vient x - y = 0, c'est-à-dire x = p. On a ainsi démon 
pour tous x,ÿ € fi 1 , si /(x) = /({/). alors x = y. L'application / est donc injecté ^ 


-e. « 


Uiliseï toujours cette proposition pour montrer qu’une application linéaire est injecti*. 

Th épryme d? {g rfimenfion . Supposons E de dimension finie. Alors on a 
djtn E = dim Ker / + tlim Im /. 

Démonstration. Puisque E est de dimension finie, le sous-espace vectoriel Kerl 
a un supplémentaire, d'après le corollaire page 120. Choisissons-en un S Alors 
on . «-Ker f + S et SOKer/= {0}- Soit p : S -» Ira/ l'appiication définie par 
yf-r) /(X) pour tout x e S. Puisque l'application / est linéaire, l'application q 
est également. Sort x e 5 tel que g(x) = 0, c'est-à-dire tel que /(x) = 0. On a 
donc x € A n Ker/ et par suite x = 0. L'application g est donc injective, d'après la 
proposition précédente. Soit y € Im/. Par définition de Im/. il existe x € E tel que 
B - /(x). Puisque f = Ker/ + S, on a x = x, + xj, où x, 6 Ker / et Xj 6 S. II vient 

V = /(x) = /(x, + x,) = /(x,) + /(x,) = 0 + /(xj) » f( Xl ) = ÿ (xj). 

L'application fl est donc surjective. Il s'ensuit que g est un isomorphisme de 5 sur 

1,‘J e * par BU,t * du “ 5 = dira Im/. Enfin, puisque E = Ker/© S. nous savons que 
I on a dm. E = ,l lm Ker / + dira S. d'où le résultat. . 

S * ,ppœons & et F de mtme dimension. Si l'application / est injective ou 
«elle est sur^tnre. alors f est un isomorphisme. 

c/ «.'-à^irTd^lK,. r / ITtfry" 0 ? f *?, |eCt ' Ve Si et seulomen ‘ si on « Ker/= (0}< 
si on a fn, r - y , , . . aUt( * ^ art ' ^application / est surjective si et seulement 
«i a lin/ _ f, e'ea.-Adire dimta/ « dim F, ou encore dimlm/ = dimF. Grâce 

'** ^H'I K ATK.s* UNXArnrs OSA, 7 


^me de 13 dimension ' ''Wication / est « - 

»u j'où le résultat. 1 « seulement si elle c 

suri** 

liauons le ‘ héorème de la dimension en supposant F a a 
AP V2 K Si / *** une forme linëâire non nulle sur £ * d “™ nsion n > 

cl ^ / > 1 D'autre part, on a Im/ c K tur ■. ° n * t* {0}, dor 

et par suite d im Ker/ = „-,' ^ ^ "-Wd. Il s'ensu 


fsoiantri un entier supérieur ou éeal à 2ete,,aj.«„€Kdm 1 

Icires non toos nul*. Alors I® sous-espoce vectoriel ^ jçn ji... j 
d\Si + °2 X 1 + • • • + = 0 est de dimension n - 1 


3. Matrice d'une application linéaire 

Dans ce paragraphe, E et E* sont des K-espaces vectoriels différents de {0} et de 

dimension finie. Posons p = dim£, n = dimE et considérons (e, .e,) une base 

de £et une base de E 

Définitions 

Soit / une application linéaire de E dans E 1 . La matrice de / dans les bases 
(civ ■ e p ) et (e',., 6^) est la matrice appartenant à Af BtP (K),dont les coefficients 
de la j-ième colonne sont les coordonnées du vecteur /(«,) dans la base («J,.. 

Si E’ = E et e[ = e, pour tout i, alors la matrice de / dans les bases (ci,...,e P ) 
et (ej,..., e p ) s'appelle plus simplement la matrice de J dans la base (fi, - - • 

Supposons p = 4, n = 3 et supposons que / est l'unique application linéaire de E 
dans E' telle que 

(f(e t) «*«i -2fiJ + k'î 

| /(e 2 ) = + £3 

/(e 3 ) = 

l /(ei) = éj +«2 + 4- 
Alors la matrice de / dans les bases ^ 65 

13 0 1' 

-2 '0 11 
6 1 -1 l - 
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Exempts 

^ U matrice de id* dan* n'imparte quelle base de £ est /,. Rappelons ^ 
la matrice diagonale dont tous les coefficients diagonaux sont égaux à I. 

- Soit / r R*’ - R J l'application linéaire définie par fix, y) « (x + y , - x + ^ 
tous r,y € R. On a /fl.O) - (1.-1.0) et /(O, 1 j = (1,2,1). par Suite u ^ 
de / dans les bases canoniques de R J et R J est 


» M 


i r 

-I 2 . 

0 1. 


La proposition suivante résulte immédiatement des définitions de la somme et de I 
multiplication par un scalaire des applications linéaires et des matrices. 

Proposition. Soient f et g des applications linéaires de E dans E' et soit A € K Si A 
est la matrice de f et si D est la matrice de g dans tes bases («j,..., e p ) et (ej,. r > j 
alors la matrice de f + g dans ces bases est A + D et la matrice de A/ est A A. 

Cricc .1 la proposition qui suit nous allons voir que la matrice d'une application 
linéaire / permet de calculer les coordonnées de f[x) lorsqu'on connaît celles de i. 

Proposition. Soit / une application linéaire de ti dans £“ et soit A la natria de / 
dans 1rs base, . .e,) ri .<). Si z est un vecteur de E et si fon noie 


X = 

-T|' 

et Y = 

'î/i 


X P. 


. 1 /n. 


™ . . . son,lts adonnées de z dans la base (e,.e.) et où y,. . sont 

les coordonnées de /(x) dons la base (r', .r'J, alors on a Y = AX. 

Si a * r °tfon. Ona /(r)=Tif(e,)-t Kx p /(e p ) car l'application / est linéaire, 
s» 4 est la matrice [a., J, alors par définition de .4, on a 

f /(e,) ■ 


t 


= ûiie', + • •+o nl e' 


l /(*VJ = «i p e{ + • - • 4 - Of tp r n 

à*/"*) l pu ^ d * 

“> wm . MroNsi.rseiu.to , w , 


J =OrHi+-. +0lf x f 
l I/n = OmX, + * • • + Onpjp 

traduit matricielJement par Y = AX 

ce V ise ■ 

^ * b ~ - •■«»/. e , e 

aPf> r/(e.) = ei-e I + 2 e J 

| /(eî) = 2e s + Jej 

l /(®s) = + ©2 + e^. 

u matrice de / dans la base (ei.e^ej) est 

' 1 2 1] 

-10 1 
2 3 ij 

rt pour tous nombres réels r, y. z, on a 


r 1 2 i 


2 


' x + 2y + z * 

-1 0 1 


y 

= 

—r + 2 

.231. 


Z J 


2x + 3y + 2 . 


On a donc /(x, y, 2 ) *= (x -f 2y + 2 , -x + s. 2x + 3y + 1 ) pour tous x,y, z € R. 

Dans la proposition suivante, E" est un K-espace vectoriel de dimension <7 £ i «* 
(e5\...,e£) est une base de E“ . Dans cette proposition, nous allons voir que le 
produit matriciel correspond à la composée des applications linéaires. 

Proposition* Soit f une application linéaire Je E dans E' et soit 9 une applicatwn 

linéaire de E 1 dans E". Si A est la matrice de / dans les bases (n. e p ) et (<*,.O 

d si B est la matrice de g dans les bases (cj.cJJ d (cp alors la matrice 

de 90 f dans les bases (e l% ... ,e p ) et (ej,.. • .cj) est la matrice BA. 

Démonstration. Soit x un vecteur de E. Notons xi.x, les coordonnées 

* ' «ta» b base (e. e,), Vx .V» «■« *> &} *"» ta £ 

!! r*. 2 « “ lles de 9°/W d*™ la base . y h AX°«Z = BY- D'arts 

^tnoçs-colormes correspondantes, de sorte que '® Appliquons « résulta, 

^les du calcul matriciel il vient Z = B(AX) ( - > j base* 

- «, le vecteur r, : la j-iàme colonne de la matnee de W 
,£ >.e p ) e t (< . e nJ Kt u j-ième colonne de la mamee BA. U ™mce # 

dans les bases (e,.e„) et (<.<) »* don£ BA ‘ 
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Voici comment reconnaître un isomorphisme au moyen de sa matrice. 

Proposition. Suffit V e te ,Mpfl " s v ^ loriels f F h «Ane j im 
Mfu»' application linéaire de F dan s T et soit /t /a matrice de / dfl „ s °*P 

(e et (<•',.<). L'application / est un isomorphisme si et «euiem« w S 

matrice .1 est inversible. De plus, si f est un isomorphisme, alors la matrice de f -1 " 4 
te hases le', e;) fl (e.fp) «=< ri" 1 - ^ 


Démonstration. Nous savons que / est un isomorphisme si et seulement 

(/(f,)./M) est une base de E*. La matrice A est celle des coordonnée* 1 

/{e,)./(#■,,J dans la base (e',.e p ). Or d'après le corollaire page 115 . les vect e ,/ 

/(e,), ./(e p ) forment une base de E? si et seulement si la matrice A est inverJbfe 

Si / est un isomorphisme, notons B la matrice de /*’ dans les bases (gj, ^ 
et (ci,.. .,<>). D'après la proposition précédente, la matrice de /** o / dans la basé 

(ci.(>) est la matrice DA. Mais on a /~ l o/ = id E , par suite la matrice de 

/ 1 o f dans la base (f|,...,f p ) est J p . Il s'ensuit B A — I p et donc B = 4-1 B 


Terminons ce paragraphe par des résultats concernant des applications linéaires 
particulièrement importantes, celles de E dans E. 

Changement de base 

Supposons que (t*i,,..,u p ) et u p ) sont des bases de E. 


I Définition 

La matrice P de A/ P (K) dont les coefficients de la j-ième colonne sont les 
coordonnées du vecteur ü' dans la base (m,..,. u p ) s'appelle la matrice de passait 
delà base (uj.u p ) à ta base (u\,... ,u' p ). 


L'application identique de E vérifie id £ (u' ) = u' pour tout j. Par définition de 1 

matneu d'une application linéaire, la matrice de id £ dans les bases («l. É 

U| . est donc P - D'après la proposition précédente, il s'ensuit qu'une matrie 

e passage est toujours inversible, car ïâ E est un isomorphisme de E sur E. 

vecteur de E. Notons X = f : 1 les coordonnées de x dans la bas 


foi.K P ) et X 1 » 

une proposition page 
matricielle X — PX'. 



les coordonnées de 


142 ' l'égalité vectorielle 


x dans la base (u' t ,... ,u p )- &*?*** 
x = id £ (x) se traduit par la relation 


'« «miB.noi.iuaM» , w 7 


„ pratique, le vecteur x et le, vecteurs V,.g *** ^ 

dans la ^ a “ tremen ‘ d «°" cornait U matrice de passage 

1 .amatrice-cotoune X. Pour trouver le,coordonnées de x dans la base („' 7 ) 

P 1 alors conduit à calculer la matrice P" « l'on aura T-J-> *. 

^nTceu* que nous avons pratiqués pour le changement de coordonnées page m, 
T dio os maintenant l’effet d’un changement de base sur la matrice d’une application 

U* deÊdanS * 


rtjéorèrne. Supposons que (a,. u p ) et (u*. sont des bases de E. Soient 

'T!», appHMt ' 0 ’ 1 linéaire de E dans E, A la matrice de f dans la base (ci,. u p ) et 

J]a matrice de / dans la base {u\ ,..., uj). Si P est la matrice de passage de la base 
| tip) d la base (u',,. - •,tx' p ), alors on a A' = P ~ 1 AP. 

Démonstration. Nous avons déjà remarqué que P est la matrice de ld£ dans 
les bases (n* u' p ) et (ui,..., Up). En appliquant une proposition précédente, la 

matrice de / o id £ dans les bases (u' lf ..., et (m.u p ) est AP et la matrice 

de id £ o/ dans ces mêmes bases est PA'. Puisqu'on a /oid£ = id£<>/, il vient 
4P = PA'. On en déduit A r = P~ X AP. ■ 

L'égalité A' = P 1 AP s'appelle la formule de changement de base 


U formule de changement de base a un grand intérêt théorique, mais praüquemenl 
on ne l’emploie pas pour calculer At à partir de P et A. 


(ce*,*) la base canonique de H 1 et soi. /:«*-* l'application 

,r /(x, y, X) = (-X + y + a,-2x + y + x--æ + pour tous 


Exercice 1. Soit i 

linéaire définie par j v-.j,,-, , - 

x,y,z € R. Notons A la matrice de / dans la base (e,.«**)• 

a) Écrire la matrice A. . M . 

biconsidérons les vecteurs de R 3 : u, = ( 1 - 0 , 2 ). « = 

<!ue (u„ ,*.,*) est une base de R 3 et calculer la matrice de / dans cette 


Réponse 

o) On a /(e,) = /( 1,0,0) = (- 1 ,- 2 ,- 6 ). /(«J*=/l 0 ' 


uu-n.uM/w-mM»* 


(1.1,4). Il s'ensuit 


A = 


-1 1 1 
-2 1 1 
-6 2 4 
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b|S«t 


p u mjmc , de AWR) dont \*> colonro» sont 1rs coordonné, ^ 


3011 r — —- 

r, «t « dsns I» bsse 

I 1 2’ 


Il vient 


^* C **Un 


et <lt*t P = 


> 1. 


U matrice P «t donc inversible, par suite U’i, oj, Uj) est une b.» de ri * 
/(,,) = /0. 0 . 2 ) = /(^) = /(l.l.2) = (2.1.4|et /(<*) = /(2,1,5) c{ .Y* * 

O, en dédu.t JM = », * IM ‘ 2 "* ^ coordonné de /(u,) dlns u 'J 
(i l, p,. t’i) sont le» nombres réels u. b,c tels que /(n,) - an, + bu, + ^ ^ 
les solutions des systèmes d'dquations linéaires équivalents suivants : 
t a + b + 2c = 2 f o + b + 2r = 2 
{ k + e=l ♦=»< 6 + c=l « 

l 2o + 2b + = 4 l r = 0 

[ /{vi) = v, 

>, + y,. On a ainsi < f(v?) - Vi + Vî . 

( f i**) = 2t* 
n i oi 
£1= 0 1 0 . 

[o 0 2 J 

D'après la formule de changement de base, nous savons que l'on a l'égalité 
matricielle /J - P^'AP. 


{ ® * 1 
*-» 
e=0. 


H s'ensuit /(f,) 
base (i<i, Vi» va) est donc 


La matrice de J dans la 


F Pourcakuler b n*3frice d'une application linéaire 


_ 

nra 1 


* dans une basa, rwe«i toujours à la définition, j 

Terminons ce chapitre par deux exercices où l'on utilise plusieurs résultats d'algèbre 
linéaire et où nous posons des questions auxquelles il est indispensable de savoir 
répondre. 

fcwtk* 2. Soient E un R-espace vectoriel de dimension 3 et (e 1 .e 2 .e 3 ) une b4Se 
de E Soit /:£—»£ l'application linéaire dont la matrice dans la base *** 


1 1 -1 


i r 

4 t -2 



.6 3 -4 ^ 


1 


o| Trouver une base de Kor/. 

I Pesons t, - t\ + 2e 2 + 3e 3 , v? = e 2 + e 3 et tj = e, -I- 2e 3 * Montrer que (vi. 

une ase de £. Calculer la matrice de / dans la base (t>,, 
c,hn d ^duire que l'on a fof s 


144 Mtpi dations linéaires 


> \ / f *1 ’ " 


4 r-r>) y ' 


^solvons ce système d'équations linéaires. Il vient 

{ * + ?- z = C 
4x + y ~ 2z = C 
6x + 3y - 4z = C 


fl)U vecteur + «3 1 pp. rt i CTt4K „ / ^ i ^ ( ?j t _» ) 

1 ! :ilf;l . 0 f V4 0 

« ^ -4 r I 

-2 = 0 ' 

0 
0 

«(z.y,*) = *(1,2,3) 

*=> xti + yr, + *«, = x(e, + 2e, + 3c,). 
gne base de Ker / est donc e t + 2e, + 3e,. 
bl5oit /’ la matrice dont les colonnes sont le* ^ordonnée* de u, .v,,** dan* la base 

(e,.e 3 .^)' 0,1 a 


fx+y-*= 
1 ~3j/ + 22 = 


0 

0 « 

— c* 

1 

et det P = 

1 0 1 
2 1 0 


0 0 1 
2 1 0 

-I 2 M 

1.3 1 2 J 


3 1 2 


1 1 2 

* |i 11 


Puisque la matrice P est inversible, les vecteurs forment une base de E. 

D'après la question précédente, il vient /(u,) = 0. D'autre part on a 

/(«i) ”/(**) + /(* j)“( e i + e î + 3 e j) + (“ f i - 2e I -4«,) = -e,-€j = -V| 
fM- /(« 1 ) + 2/(e a ) = (ej + 4e, + 6ej) + 2(-d - 2e, - 4e,) 

= -C| -2e3 = -vj. 

La matrice de / dans La base (ui,u,,t*,) est donc 

ro 0 01 


A/ = 


0-10 
0 0 -1, 


0 00 

c) La matrice de fof dans la base (t'i,t*,,Vs) est APs 0 0 ^ 


. On a donc SP = -M. 


Puisque -A/ est la matrice de -/ dans la base (viv**,*), U ***** f°f~ f‘ 

Exercice 3. Notons (ei, © 2 ,^) la base canonique de R 3 . Soit/: R 4 -** lunique 
application linéaire telle que 


Notons A la matrice de / dans la base (ei,e2*ej)- 
°)Écrire la matrice A. 

Donner une base de Im / et une équation de Im /■ 
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clPouf valeur» du norobro rée. I r#- *— / - ** ^ 

—T' ,, de Ker(/-3id«.) et une base b, de Ker/. M 

d, Trouver u ^ ^ linéairement indépendants. Trouver ç „ s 

IC* VtfCteU ' _ T /-» I».. ne» la mülrir»' Hp f riant I. u_ ^ 

(«1,1%, 


. r% fl et v -2 som - - f Trouver ç R3 

* ^ wl une base de R 1 . Quelle est la matrice de f dans la base 

!^üili..n de la matnte de / dans une base de R\ il vient 
r * -2 '*• 


*»)? 


-1 

1 


b|Le -.us-cvpa» vectoriel lm/ est engendré par /(e,), /(e,) et /(«,). P r . a , 
la méthode de Gau» sur les adonnes de la matrice A pour trouver une bj v ^ 
lm /. On obtient successivement tes matrices 

-1 0 ol 


-i o oi r-i o o 

, 11-3 et 110 

10 Oj [10 0 


Les vecteurs (-1,1.1) = -©> + *2 + et (0,1,0) = e» forment donc une base d« 
lm/. De plus, le vecteur (jr,y,i) de R 3 appartient à lai/ si et seulement si on a 


-1 l) 

I 

= 0. 

1 1 

1-1 0( , -10 

1 1 

1 0 

y 

2 

soit x l {} -y 

1 o\ 1 1 


= 0. 


Une équation de Ira/ est donc T + e — 0. 

cj Soit t e R. L'application linéaire / - Éid„j est un isomorphisme si et seulement si 
sa matrice dans la base (ei.e.t.ej) est inversible Or la matrice de J - éid a , dans 
cette base est .4 - f/, et le déterminant de cette matrice est 


| -1 - £ -2 -4 


-t 0 -t 


-(0 0 

I 1 2 4 -11 

II 

1 -f 1 

II 

O 

T 



1 2 4 - 1 1 


1 2 3 - f 


= r’(3-r). 


Il s'ensuit que l'application linéaire / - t idg, est un isomorphisme si et seulement 
si t / 0 et £ / 3. 

dfSoit u = (j, #,;) un vecteur de R 3 . La matrice de / — 3 idgj dans la base (ei,02,63) 
est /I - ,i/j. En utilisant le calcul matriciel, on a les équivalences 

-4x-2y-4z=0 


u 6 Ker(/ - .1 id t i) *=> {A - 3/,) 


K 


l-J 



J - 3j/ +■ ^ = 0 
x + 2 y+ a=l) 


f x + 2j/ + g =0 | 

’r 



l -5p«0 ' 1,-0 | 

f. 




Une base de Ker(/ 3id#j) est donc le vecteur l-, « ( 1,0, -1) = e, - ej. De même or J 


APPLICATIONS UNKAIHK8 Cimp T 




z + 2y -Mz s 


f z+z*o 

x‘ 


r 

[2y + 3z = 0 ^ 

V 

, y 

3 

3 

■ -2. 


a deuxième coomôru^ C ' 

q C «t de7r n'es, pa, nuiie, e, n'es, p^cIZÏv^ 

* e, v, liné » U *™ W indépendants D'après le théorème d , u 
nous savons qu'il existe un vecteur e, tel que (e„. a ,«,) „ „ne base de *> ZZ 
Il 2 11 ™ 


ü s’ensuit que (vj.Vj.e,) est une base de R 1 . Calculons la matrice de / dans 
cette base Puisque o, € Ker(/ - 3k!.,), on a (/-3 id* )(„,) = 0, c'est-à-dire 
/(ei) - 3i<l«i(n) = /(«,) - 3o, = 0, ou encore /(t>.) = 3e,. n vient /(^) =0 car 
,,, € Ker/. Enfin, on a /(e,) = -e, -f e, + e 3 , *1 = e, - v, et 3^ = -2v, + r,. n 
s'ensuit /(e,) = ^(-5v, + i^}. La matrice de / dans la base est donc 

‘3 0 -5/3* 

00 1/3 . 

_Q 0 0 


Exercices 


1 . Considérons les vecteurs de R 2 : u = (1,1), t; = (2,-1) et w = (1.4). 
o) Montrer que (u, t/) est une base de R 2 . 

b| p our quelles valeurs du nombre réel a existe-il une application linéaire / de R 2 
dans R 2 telle que /(u) - {2,1), /( v) = (1,-1) et f{w) = (M? 

2. Trouver une infinité d'isomorphismes / de R 2 vers R tels que /(l.l) — (1.2). 

3. Trouver toutes les formes linéaires / sur R 3 telles que /(1,-1,2) — 1. 

4.0n considère les vecteurs de R a : u = (1,2.1), t' = (—1,1,1) et u’ - (3,0. l). 
o) Montrer que u et v sont linéairement indépendants et que u' est combinaison 
linéaire de u et v. 

b) Pour quelles valeurs du nombre réel a existe-il une application linéai e / 

dans R 3 telle que /(u) » (1,1,0), /(») = (0, U) “ /<*) = 

1— 
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, Soje „ t E el F des vectoriels. Soi. / une application linéai* ^ 

' y Soit g E X F - * ■« F l'application défin,e par g(x, y) = (*,„_ /(l)) 

___ ^ 


(x,p)e£l* f. 

4 Montrer que g est une application linéaire. 
b| Montrer que g est un isomorphisme. 


6 . Soient 

/l J 


ient E un K-espace vectoriel de dimension 3 et (ei,e 2 ,e 3 ) une base de £ * 
application linéaire de E dans E dont la matrice dans la base (ej, c 2 , e 3 ) ^ 


0 3 
ü 2 1 
2-12 


a} Écrire la matrice de / dans la base (e 3 ,e 2 ,ei). 
b) Écrire la matrice de / dans la base {<*i + e 3 ,e 3 , e 2 - e 3 ). 

7. Soit / l'application linéaire de R 2 dans R 2 dont la matrice dans la base canonique \ 

[-; ü 

oj Trouver des vecteurs » et r de R 2 tels que u 0, f(u) = 2u et f(v) = u + 2v 
b) Soient u et v des vecteurs de R 2 tels que u ^ 0, /(u) — 2u et f(v) = u + 2r 
Montrer que (u,u) est une base de R 2 . Écrire la matrice de / dans cette base. 

I. Soit Di la droite de R- d'équation x + y = 0 et soit Z) 2 la droite de R 2 d'équation 
3x + y = ü. Notons a la symétrie de R 2 par rapport à D t parallèlement A D 7 . 
oj Quelle est la matrice de a dans la base canonique de R 2 ? 
blCalculer a os. En déduire que s est une application bijective. 
dSoit D une droite de R 2 . Montrer que s{D) est une droite de R 2 . 

^ Soit D la droite de R d équation 2x — y = 0. Trouver une équation de s(D ). 

é.&jit P le sous-espace vectoriel de R 5 d'équafion z + 2y — z = 0 et soit D le 1 
sous-espace vectoriel de R 3 d’équations / 1 + » = 0 

. l*+*-o- 

ontrer que P et D sont supplémentaires. Trouver une base de P et une base de /?■ 

W Notons p U projection de R 3 sur P parallèlement à Z) et a la symétrie de R 1 

P« rapport à P parallèlement à D. Calculer les matrices de p et de s dans l» 
base canonique de R 3 . 

MO ^PUe*TIONSUNt AIKe8 eus , 


10 . 


JC* 


CPt&' 


dèr* la matr,ce suiv ante de A/ 2 (R) 


4= 0 -i 

li 


c ,.culor A 1 •* ^' APŸ **" toule ■«*» ™ersible P de Af l( R). 

uT[ ouver «P*"* une infinité d’appUcadons linéaires / de R 3 dans R 3 telie, 

it f une application linéaire de R 3 dans R 3 telle que /o / = _ ld „. Montrrr 

f est un isomorphisme, 
que / 

Soient £ on R«*P aœ vectoriel de dimensi °" 2 et / une application linéaire de E 
11 dans E 16116 que ? ° ? = ~ ldE ' 

J soit x un vecteur non nul de E. Montrer que (x,/(x)) est une base de E. 

y Soit J un vecteur non nul de E. Écrire la matrice de f dans la base (x,/(x)). 

12 . Soient E un R-espace vectoriel de dimension 4 et / une application linéaire de E 

dans E telle que /o/ = -idu. 

^ Soit x un vecteur non nul de E. Montrer que les vecteurs r et /(x) sont 
linéairement indépendants. 

b) Soit x un vecteur non nul de E. Montrer qu'il existe y € E tel que les vecteurs r, 
f{x) et y sont linéairement indépendants. Montrer ensuite que (x,/(x)»y,/(y)) 
est une base de E. 

d Soient x, y € £ tels que {x, /(x),y, f(y)) est une base de E. Écrire la matrice de 
/ dans cette base. 

d) Trouver une application linéaire g de R 4 dans R 4 telle que go g = “*d*i.* 


U. Soit m un nombre réel. 

a} Calculer le déterminant de la matrice 
1 


m - 2 
-2 
-3 


-1 

2 m -4 
m + 2 -4 

N Soient a,6,c des nombres réels. Résoudre le système d’équations linéaires 

I x_y + (m-2)z = o 
2z + (m - 4)lt - 2 î = h 

{m + 2)z-4sf-S* = c - 
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dSojent E un vectoriel de dimension 3 e. (e,.e 2 ,e t ) üne ^ 

Notons/'^PP™ linéaire de E dans E telle que « 

( /(e,) «e, +2e 2 + (m + 2)ej 

/(. 3 ) = -t\ + ("' “ ~ 4l “:i 

/(fi) = ('” _ 2 > f > ~ 2f J “ 3<, 3 • 

Écrire la matrice de / dans la base («i.ej.ej). 

P,n,r quelles valeurs de m l'application / est-elle bijective? Dans ce cas. 
la matrice de / 1 dans la hase (et,«!.«)• 

Pour quelles valeurs de m les sous-espaces vectoriels Ker/ et Im / de £ ^ 
supplémentaires ? 

14 . Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et / une application linéaire de 
E dans E. v 

a) Montrer que les sous-espaces vectoriels Ker / et Im/ de E sont supplémentaires 
si et seulement si Ker/ fl lui / = {0}. 

b) Montrer que les sous-espaces vectoriels Ker / et Im / de E sont supplémentaires 
si et seulement si Ker / + Ira / = E. 

4 Notons g l'unique application linéaire de R 4 dans R 4 telle que 
/(ei) = -2ej - 3e 4 , /(e?) = 10ej + 2e 2 - Gej -f- 8e 4 
/(e 3 ) = 3ej + ©2 - 3e 3 + e 4 et /(e 4 ) = 5ej -f e 2 - 3e 3 -I- 4e 4 , 
où («i, © 2 . e 3 . e 4 ) est la base canonique de R 4 . Les sous-espaces vectoriels Ker g 
et Imy de R* sont-ils supplémentaires? 

15. Soit / l'application linéaire de R 3 dans R 3 qui à tout [x,y,z) E R 3 associe 
/(J-, y, z) - (-x + y + z, -6x + 4y + 2z, 3jt - y + z). 

o) Écrire la matrice de / dans la base canonique de R 3 , 
b) Montrer l'égalité f o f - 2/. En déduire que si v E Itn /, alors f(v) = 2v. 
d Montrer que Ker/ et Ira/ sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R 3 
4Trouver une base (ej,e 2 ,« 3 ) de R 3 dont le premier vecteur appartient à Ker/ ri 
les derniers à Im/. Quelle est la matrice de / dans la base (ei,e 2 ,© 3 ) ? 

4 Trouver une équation de lui /. 


... M B) - * 0 ■■ A, ’( R < - *41) le ap lia 

' P bon s définie p* r 

* /(A/) = r + f et g(Af)= & + t I+ , 

l * + * + t - 2 j _ | j 

f 10U to malri“ Al = [' ?] de Alj(R). Posons y = M j, 

P° Uf (rt , r que les applications / et g sont linéaires ’ 

H d ^ UnebaSedeKCrA 

.Caiculcr rfAT) - « <°-que Al 6 Ker/. En déduire Ker , c 

jCalculef •(*)■ * *— *« * *r / - «M et que , une ba * de ' 

é Montrer que I» »us^spaces vectoriel. Ker, «, Ker/ de M 2 (R) „ ^ 
méritaires- 

rS oit (KH'.n une base de Ker/. fort* la matrice de , dans la base (UXW.T). 

|P . Soit A-[‘ e ï\ «“““f A,2(R) 81 ” i( /•! "«■)-!«R) l'application 
définie par /(AI) = /«AI - A/A pour toute matrice Al € AI,(R). Poson9 

Ê » = [o 0]’ El3 = [o o]' ^ ,=, [? 0] el ^=[o ?]• 

4 Montrer que / est une application linéaire. 

b| Écrire la matrice de / dans la base {E nj E l2 ,Et U En) de A/ 2 (R). 

4 On suppose a — d, c = -b et b ^ 0. Les sous-espaces vectoriels Ker / et Im / de 
A/ 2 (R) sont-ils supplémentaires? 

d) On suppose a =■ d, 6=1 et c = 0. Écrire la matrice de / dans la base 
(E 12 .E 22 .En + E^StEïi) de A/ 2 (R). Les sous-espaces vectoriels Ker / et Im/ de 
A/ 2 (R) sont-ils supplémentaires? 

11 Soient n un entier supérieur ou égal à 2, E un K-espace vectoriel de dimension 
n et (ej,... t e n ) une base de E. Soit / une application linéaire de E dans E telle 
que /(x) est colinéaire à x pour tout T E E. 

4Montrer que pour tout i E U existe un unique scalaire A, tel que 

/{e») = Aie*. 

N Soient ij €{!, ...,»} tels que i ^ j. Calculer les coordonnées du vecteur /(e,+ej) 
dans la base {fq,...,e„). En déduire A, = Xj- 
d Montrer que / est une homothétie. 
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,. r2 _ R 2 une application linéaire injective. 

'^Mon.rerqu ilexis.cdcavecreure « * « appartenan.à R*.>inéai rem 

ï tel, que /(/, V ) = « + V <H S <f ,eS "° mbres *W. * « # 

«Montrer qu'il ex.ste un isomorphisme g : R J - R J tel que ( ÿ o/)( I ÿ) 


If mwiMv i" 

quels que soient les nombres réels i et y. 

20 Soient a et 6 nombres réels et soit / : R 3 -* R la forme 
par /(J. y, z) = ax + *>V + *. Déterminer un isomorphisme 3 : R3 

(/ o $)(*.!/«- * *i ue,s q ue ®° ient les nombres rée,s *• y *• 


* k’fcO, 

K tel n... 


21 . Soient E, F ei G des K-espaces vectoriels. Soient / une application linéaire d 
dans F et y une application linéaire de F dans G. Montrer que |' on a gof *J 
si et seulement si lin / C Kery. ® 


22. Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3. Soit / une application linéaire 

nulle de E dans E, telle que / o / = 0 . On note r la dimension de Im /. 00,1 

o| Montrer l'inclusion Im / C Ker/. En déduire l'inégalité r ^ 3 - r. Calculer r 

b) Soit et € F lel que /(e,) # 0. On pose e 2 = /(ei). Montrer qu'il existe e 3 e Ker/ 
non colinéaire à e a - Montrer que (ei^.ej) est une base de E. Écrire la 

de / dans cette base. 

c) Trouver une application linéaire non nulle g de R 3 dans R 3 telle que yoy = o 

23. Soient E un K-espace vectoriel et / une application linéaire de E dans E, Pour (out 
entier p>2, on note f p l'application linéaire de E dans E obtenu en composant p fois 
/ avec lui-même : par exemple, on a / 2 =/o/ et / 3 =f o/ o /. On suppose que / 4 =o 

«é Soient x € E et y = o<jx + a,/(x) + a 2 f 2 (x) + a 3 / 3 (x), où oo, a 1# a 2 et a 3 sont 
des scalaires. Calculer les vecteurs /(y), / 2 (y) et / 3 (y). 

b) Supposons qu'il existe un vecteur x e E tel que / 3 (x) ^ 0. Montrer que les 
vecteurs x,/(x),/ 2 (x),/ 3 (x) sont linéairement indépendants, 
cj Supposons que l'espace vectoriel E est de dimension 3. Montrer que / 3 = 0. 

24. Soit E un R-espace vectoriel de dimension 2. Soit / une application linéaire de E 
dans E telle que / o / o / = id^. On suppose qu'il existe un vecteur non nul u € E 
tel que /(u) est colinéaire à u. 

al Montrer que l'on a /(u) = u . 

b| Soit v un vecteur de E non colinéaire à u. Posons f(v) = au + bv et notons .4 b 

matrice de / dans la base (u,u). Écrire la matrice A et calculer A 3 . En déduire 

/( v ) = v. 

cl Montrer que / = id E . 


£ un R-^P ace vectoriel de tension 2. Soit / , 


un ** ' • ’ — / un- . 

, , e |ie que = ià E . On 8 Uppose que ^ J »"*w d, £ 


d,nî pas colinéaire à u. 


/(u) 


non nul u ç £ 


r nue / id £ 051 1111 isomorphisme. 

, fdonti* 1 h 

„calculé (/-ia £ )o(id e +/ + /o/). £„ dMuire ^ f # f 

it u un vecteur non nu. de * Écrire « m, Wce de / ^ ( „ * 

.Trouver une apphcadon linéaire , de R 2 dans R 2 qul ^ ^ ^ 
fl .elle que g° 9°9 = "l,, *** 


Quelques réponses ou indications 

, y On » w *= 3 “ - V ’ U COnd ' tion wt a = 4 - 

iChMir un vecteur u € R 2 tel que (1,1) et u forment une base de R>. Application Waire 
R J telle que /(1,1)*(1,2) «t /(ti)=(û,è) est un isomorpKisme si et seulement ai \\ J* 


U b 


é 0 . 


4 b|Le vecteur /(«) doit être combinaison linéaire de /(u) et /(»), ce qui impose a = - 2 . 
Si a *= -2, compléter u et v en une base de R 3 et démontrer qu'il existe une application 

i-i _ r suinl nmnriétés dpmanHA»; 


linéaire / ayant les propriétés demandées. 

2 -1 2 ] 

1 2 0 
3 0 1 . 

4 3 -3 
1 0 1 
1 1 1 . 


6. al La matrice est 
b) U matrice est 


f 2 il 

S. a) La matrice de s dans la base canonique est I I • 
d) Une équation de a(£>) est 7x + 4y = 0. 


9. b] La matrice de p est A = ^ 


3 2 -1 
-1 0 1 
1 2 I 


. La matrice de s est 2i4 - /j. 


L J 

10 b) Utiliser (a) pour trouver une infinité de matrices B € A/i(R) telles que B 1 = -/*. 

11 a)Montrer que le vecteur /(x) n'est pas colinéaire à x, en raisonnant par 1 absurde. 

12 b) Pour la deuxième partie de la question, montrer que /(y) nest pas combinaison linéaire 

** *< m et y, en raisonnant par l'absurde. 

^ Calculer le carré rfp nhtpnue k la Question précédente. 
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13 b)N«r* 


'«K». 


. les ca, «« I * "‘- 2 - U,tw,ue ‘ A '* ’ y ’ ,tme * r "*t* Kli 

0UWrr * (3m - 4l u -H lm-i)M-(m J -6fn-l-e)r 

#■ -- (m^i)J(m -2) 

2« -t- (m t- 1)*» " 2<* 

» * l)(m - 2) 

nui + b - c 

•"Im-lT’ 

„ mltr1 „ Jc / dans la base <e,.e».«»> est la matrice définie en (o|. Us 
l^els Ker /et In, / «ml supplémentaires si et seulement si n. + l. 

15. al Une ripiatiun de lu,/ est * + 5 - - **• 

U —c b 0 

-b a - d 0 b 

c 0 d-a -c 


17 b| La matrice est 


0 


Oj 


19 a) On a nécessairement ii*=/{1,ü) et r=/(0,l). Supposons que des nombres réels x et y vérifia 
l'égalité xu+yv-0, c'est-à-dire /{x,y)=0. Puisque / est injeetive, on en déduit (i,y)*(o,Q). 
b) Puisque les vecteurs u et v sont linéairement indépendants, il existe un vecteur w 6 R 1 
tel que (u, i% u*) est une base de R\ d'après le théorème de la base incomplète. Défi w 
l'application linéaire g en donnant les vecteurs g{u), g{v) et y(u>). Ne pas oublier q ue $ 
doit être un Isomorphisme. 

20. L'application linéaire g : R 1 — R 3 définie par g(x , y, z) = (x, y, z - ax - by) convient, maU j] 
y a beaucoup d'autres solutions. 

22. b) On a ri € Ker / et dini Ker f = 2. 


23. a| Il s'agit d'exprimer chacun des vecteurs /(y), f 7 {y) et / 3 (y) au moyen de f[x), p[x), /*(/). 

b) Supposons que l’on a o,,x + a t /(x) + o 2 / 2 (x) + a 3 / 3 (x) = 0, où les a, sont des scalaires. 
En appliquant / 3 à chaque membre de cette égalité, on obtient ûo/ 3 (x) = 0, donc ûo = 0 
puisque / 3 (x) n'est pas le vecteur nul. Appliquer ensuite / 2 , puis /. 

c] Appliquer te résultat démontré à ta question précédente. 

25. a| Montrer que l'application / - id £ est injective. 

b) On a (/-id £ )o(id ff +/ + /<>/) = fofof- id E . 


«'"UCATK, NaLINtAIRES 


Chapitre 8 

Géométrie affine 


h itre 6, nous avons introduit le R-espace vectoriel R n dont les éléments sont 

AU n u pies (jp|. x„) de nombres réels. Nous allons voir que les calculs et les 

k 5 Itats de l'algèbre linéaire dans R 2 et R 3 rendent compte des « propriétés affines - 
ü géométrie du plan et de l'espace ordinaire. Les définitions et les résultats des 
chapitres 4 à 7 vont être ici largement utilisés. Dans ce chapitre, n est un entier positif. 


1, Points et vecteurs 

Lorsque nous appelons « point * un élément de R n , cela signifie que cet élément peut 
se représenter comme un point de la géométrie, sur une figure plane dans le cas d'un 
point de R 2 , à l'aide d'une « figure dans l'espace • dans le cas d'un point de R 3 . Nous 
emploierons des lettres capitales, comme A, D ou M pou r désigner des points de R". 
Lorsque nous ne voudrons pas interpréter un élément v £ R" comme un point, nous 
dirons que v est un vecteur, comme d'habitude pour les éléments d'un espace vectorieL 


Introduisons une notation commode. 


1 

§ 

ï 

i 

3 

i 

! 



Notation. Soient P et Q des points de R n . On note PQ le vecteur Q-P 

Pour tous points F, Q, R de R", nous avons les propriétés : 

( PQ — o <=> P = Q ), PQ - -QP et PQ + QP * ■ 

Appelons comment on peut représenter un point de R 2 sur une figure. Dessinons un 
O et deux droites distincte, passarl par O. Sur l'une des défaisons figurer 
point V différent de O et sur l'autre, un point V différent de O. On définit amsi 
* UX axes d '^gine O, l'un dirigé de O vers U. l'autre de O ras V et desurütode 
^esur* c\tî ... v-.., ..... j _pi l'axe des ordonnées. 
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Soit <* y) e * J sur l'axe des abscisses, soi. I le pomt 

Tl U Lare algébrique W - ** « «—»*■ 

De même, soi. Q le point de l'axe des ordonnées que 
(SW Le point es. alors représente par le po.nt A/ 
u .| que le quadrilatère OPMQ es. un parallélogramme. 

U point O représente (0.0), P représente (*, 0) et y représente ((],„). En 
les mêmes notations pour les points de ^ points de la figure, Y(J' 

(r.y) = (J,0) + (0,y) s'écrit encore OAÎ = OP + OQ. 



Supposons que P es, un point de 7 Si O c v , 

** „u>osirion, il existe un vecteur u e V' tel que Q = p, *' ilore d ' a Pte» 
; par suite PQ € ^Réciproquement si e e V, alors le p*, Q °1 ^ ” = ** 

- a f — * v- 


f et 


1 appartient 


i 

i. 


Si T est le sous-espace affine poison, par A et d. direction 
V, alors pour tout point M e S", on a l'équivolence 

Al € T <=* À\f e V. 


2. Sous-espaces affines 

Définitions 

Soit A un point de R" et soit K un sous-espace vectoriel de R". L'ensemble de, 
points A + t? où v € V , s’appelle un sous-espace affine de R" et plus précisément 
le sous-espace affine passant par /4 et de direction V . 

Si dim V = k, on dit que ce sous-espace affine est de dimension k. 

Un sous-espace affine de dimension 1 s'appelle une droite affine ou plus simplement t 
une droite. Des points appartenant à une même droite sont dits alignés, j; 

Un sous-espace affine de dimension 2 s'appelle un plan affine ou un plan. 

Puisque .4 = A + 0, le point A appartient heureusement à tout sous-espace affine 
passant par A. 

Proposition. Soit t un sous-espace affine de R N de direction V et soit P € V- Alan 
t est le sous-espace affine passant par P et de direction V. ■ 

Démonstration. Par hypothèse, il existe un point A € T - tel que est l'ensemble 
des points A + u où u€ V . En particulier, il existe u 0 e V tel que P = A + uo< , 
c'est-à-dire ,4 = P - •! 

S» M est un point de V, alors on a M = A + u et u € V, donc M = P + (-«o + “)* ï 

Puisque u et « 0 appartiennent à V, on a (-u,, + u) € V, donc M appartient au | 

sous-espace affine de direction V passant par P. I 

Réciproquement, pour tout v € V, te point Af - P + v est égal à A -f (uo + *)' donC j 

AI € 1, • î 

1 

S ‘ * S0 “ s - fs P ac '’ “ffi™ àe R", la direction de V est l’ensemble i 

vecteur, PQ, où P et Q son, des points de T. 

S 

,S> CÉOMEfWR AFFINE Chaj*. I 


Éx«»"P les 

jj Le sous-espace affine passant par le point A G R n et de direction le sous-espace 
vectoriel {0} est l'ensemble {4}. 

2 ) Soient A un point de R" et e un vecteur non nul de R n . Le sous-espace vectoriel 
de R" engendré par e est donc une droite vectorielle D, c'est-à-dire que l'on a 
dim D = 1 • Le sous-espace affine passant par A et de direction D est une droite 
affine. On dit que e est un vecteur directeur de cette droite. 

3 ) Soient A et B des points de R" tels que A f B. le vecteui - ÂB est donc non 
nul. La droite affine passant par A et de vecteur directeur AD se note {AD). La 
droite {AB) est donc l'ensemble des points A + rAB, où j € R. 

4) Supposons que n est au moins égal à 2 et que .4 T B.C sont des points non 
alignés de R n . Ces points sont nécessairement deux à deux différents, Aff n'est 
pas le vecteur nul et ÂC n'est pas colinéaire à AD. Les vecteurs AD et AC sont 
donc linéairement indépendants. Le sous-espace vectoriel V' engendré par 4B et 
ÂC est de dimension 2, donc le sous-espace affine de R" passant par A et 
direction V est un plan, noté (i4BC). Un vecteur r 6 R appartient 
seulement s'il est combinaison linéaire de^AB et AC. Par suite, e p an 

est l'ensemble des points A + xAB A-yAC, où t et y appartienn 

51 Soient 4 un point de R rl et V,W des affine 

sous-espace affine passant A et de direction V e 
passant par A et de direction W. 

*“ Si v C W, alors on a l'inclusion TC#- de ^tion le 

L'intersection t n9é est le sous-espace affine passan 
sous-espace vectoriel V D W. 

Commençons à pratiquer le langage de la géométne en définu 

^os-espaces affines parallèles. 
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| \\on» Soient A. B des points de R” et v ^ 

I TJ, " dos sous-espaccs affines T e. * de H" sont p ara , Wfs I *** f l( sous-espace affine de R" paSianl ' 227*7 **** * 

il ^ d D r 1 / , 11/ 


Si , est un sous-espace affine de R" et .4 un point de R", il existe Un 
sous-espace affine passant par .4 et parallèle à f : le sous-espace affine passa ^ 
A dont la direction est celle de T. P* 

Proposition. Soient 1 et » des sous-espaces affines de R". Si V ef * Wn( 
alors ou bien 1 = #. oh bien t fl # est l‘ensemble vide. '«■ 

Démonstration. Supposons les sous-espaces affines t et W parallèles, donc d 
môme direction V. Supposons qu'il existe un point Ae * T) W . D'après la proposé 
précédente, t est le sous-espace affine passant par A et de direction V ; de même 
est le sous-espace affine passant par A et de direction V. On a donc V = # ’ 

Corollaire. Soient A et B des points de R ' 1 tels que A ^ B. Si C et D sont des. 
points diffèrent* appartenant à la droite (AB), alors (CD) = (AB). 

Supposons 0 2. Soient A.B.C des points non alignés de R M . Si P.Q, R sont des points 
non alignés appartenant au plan (ABC), alors ( PQR) — (ABC). 

Démonstration. Puisque les points C et D appartiennent à la droite (4B), j € 
vecteur CD^ appartient à la direction de (.41?) donc est coîinéaire à ÀB. Puisque 
C ^ D, CD est un vecteur directeur de la droite (AB). Les droites (CD) et 
(40) sont donc parallèles. Puisque le point C appartient à (CD) et à (40), on a 
(CD) = (40) d'après la proposition précédente. 

U raisonnement est semblable dans le cas d'un plan. Puisque P, Q, R appartiennent 
au plan (ABC) et sont des points non alignés, la direction du plan (ABC) est 
le plan vectonel engendré par PQ et PR. Les plans (PQR) et (ABC) sont donc 
parallèles. Il s'ensuit (PQR) = (ABC), car P g (ABC). ■ 

Vota des résultats généraux concernant l'intersection de deux sous-espaces affines. 

îtTh !^;/;:: * 2722 R e \ K w des ** 

affine de R" l , , * P par A el ie Action V et soit ffi U sous-espaa 

(fine R passant par A et de direction W. SiVnW- {0} , 8 , 0rs {4}. 

«ms-espace vectorielV paSSe P ar A et 83 direction ** * 


AB € V + fP . 


• *0**0. 


- -on** r °*' on ' Supposons qu'il existe un point A/ g » n # „ . 

f, le vecteur 4A£ appartient à V. De même, le vecteur 07?' * * ‘‘ PP ‘"~ 

f j « - am * *« „ ^,‘zzTr„‘ 

V-nroauement, supposons que Ion a AB eV A W t c'est-à-d.rp - , 

<%?. «'■ i- » -.+». » “ir*. r *• 

’ 4 * , - « - • u r°“' ■* + ” « » ' « k tat » - . w «n,7? 

par suite te point A + v appartient àTn t. ^ 

Corollaire. Soient t et W des sous-espaces affines de R", de dimtion rerrpectm V 
,1 \V. Si les sous-espaces vectoriels V et H' sont supplémentaires, alors il existe un point 
peR n tel q ue * n ’^ = {^}- 

Démonstratfon, Choisissons un point A e V et un point Be*. Puisque 
y + \V = R n , le vecteur AB appartient à V + W. D'apiès la proposition précédente, 
Ü existe un point P e t C\W. Les sous-espaces affines T et * passent par P et 
l'on a V fl W = {0}, par suite f H 94' = {P}, d'après une proposition à-dessus. ■ 

Exemples 

1 ) Choisissons une base (e^es^e*) de R 4 et des points A. B de R 4 . Notons V r le 
sous-espace vectoriel engendré par ej,C 2 et IV le sous-espace vectoriel engendré 
par Ê 3 ,e 4 ; ces sous-espaces vectoriels sont de dimension 2. Le plan 1 passant par 
4 et de direction V est l'ensemble des points 4+xei +yei, où x,y€R et le plan ^ 
passant par B et de direction W est l'ensemble des points B+ilea + tf*, où z.tç R. 
Puisque (ei,<* 2 , 63 ,e 4 ) est une base de R 4 , les sous-espaces vectoriels V et W sont 
supplémentaires. Les deux plans f et 3V ont donc exactement un point en commun. 


2) Soient V un sous-espace vectoriel de dimension 2 de R 3 * 
le sous-espace affine passant par A et de direction V. 
Puisque dim V -2, r est un plan. Soit B un point 
de R 3 tel q ue B ^ IP et soit u un vecteur non nul 
de V. Notons D la droite vectorielle engendrée par u 
e t Ct> la droite affine passant par B et de direction D. i 
Puisque u e V, on a D C V don cD + V = V'. Puisque 
^ € r et B £ v, le vecteur 4B n'appartient pas à V 

Précédente, U s'ensuit 2>nT = 0. 


4 un point de R 3 ot ï 



D’après la proposition 
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xercice. Considérons le. points de R : D. S-(2,-5.8> tt Clt , u 

! Notons t l'ensemble des points (2 + * + »■ ~ 1 2x ‘ 2 + 3x )- <*> *. « e D 

quc » est un plan affine de R ' 
i Montre 

Notons </ l'ensemble des points (2x - 2.9 -"•;/+«>. «**€R. Mon.*, 
</ est une droite affine contenue dans le plan (ABC ) 


• 1 ). 


r est un plan arnn* 

wr que le. points A.B.C sont non alignés et que t est le p| an u 

« V l'ensemble des points (2ï - 2,5 - 2*. -7 + 3*), où * € R. 
mntrnue dans le plan (ABC). 


Réponse 

«J Posons f> = (2. 1,2), «i = (l,-2.3) et r, *(1.0.0), de sorte que pour t OUs n 
réels r, y, nous avons 


(2 + J + f/,-l'2r,2 + ar) = (2,-l,2)fj(l.-2,3) + 1 /(l,0,0)=O + x ej+ ^ 

Notons V le sous-espace vectoriel de R 1 engendré par e, et e 2 . L'ensemble t 
le sous-espace affine passant par O et de direction V, Les vecteurs e, et f ? 
linéairement indépendants, par suite diro V = 2 et 1 est un plan. 

b) Nous avons AD = D - A - (2, -6.9) et Ad » C - A = (1,0,0), donc les vecteur* 
AB et AC sont linéairement indépendants. Il s'ensuit que les points A, B C 
non alignés. Montrons que les points A,B,C appartiennent à T . Puisque O est 
point de 1 , cela revient h démontrer que les vecteurs ÔA, ÔB et ÔC appartien- 
nenl à V. Or nous avons OÂ = A - O = (-2,2, -3). Calculons le déterminant de 
la matrice de M s { R) dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs r, rt 
0.4 dans la base canonique de R 1 . Il vient 


1 1 -2 
-2 0 2 
3 0-3 


-2 

3 


2 

-3 


— 0. 


Les vecteurs e,, e 2 et OÂ ne forment donc pas une base de R J , par suite ne son 
pas linéairement indépendants. Puisque e, et e 2 le sont, on en déduit que (Û 
est combinaison linéaire de e, et e lt donc appartient à V. De môme, nous avore 
OB = B - O = (U, -4.6), OC a (-1,2, -3), 


1 I 0 
-2 0 -4 
3 0 6 


-2 -4 
3 6 


= 0 et 


= 0 . 


1 V ^ tLUr '’ Kt ()( SOnt clonc combinaison linéaire de et e 2 . Les point 
. p appartiennent ainsi au plan *. H s'ensuit que y, ^ ^ plan (ABC) . 

( 2,5, 7) et u s (2,-2.3). Pour tout nombre réel x, nous avons 

p . <^-ï.5-2 I .-7 + 3r).(- 2 .5.-r) +I (2.-2,3)-P + x a . 

vcctmr directeur nul ' ® la d ™', te **ne passant par P J 

vecteurs A Ü .-t s, 05 4 ue vecteur À P est combinaison linéaire de 
U nutnee dom £ aV °" S AP = P ~ * = (-2.4, -6) et le déterminant d, 

■** œlonnm «• '« coordonnées des vecteurs AB, ÂS et » 
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dans la base canonique de R* est donc 
*1-2 

-6 0 4 =» - r 6 41 _ 

.90-6 I 9 -®r a 

putsque les vecteurs ÀB et ÀS sont linéairement indépendant „ ^ 

AP est combinaison linéaire de AB et Âg. n smsili( ^ dMu " 1“ 

plan (ABC). D'autre part, nous avons u = .40. Les pljTTÔ * 

plan (ABC), on en déduit »€»'. U droite 9 es, donc ^1,1! T*™ 




3 . Repères et barycentre 

I [définition 

Soit t un sous-espace affine de R n de direction V. Si dim F = k, où k est un 

entier positif, un repère cartésien de t est un <* + l)-uple noté .. . 

formé d'un point O G T et d'une base K...,c fc ) de l'espace vectoriel V. 

Supposons que (0;e t .e*) est^un repère cartésien du sous-espace affine f . Pour 

tout point AI € t , nou s avons O AI G V donc il existe des nombres réels Xy 

uniques tels que OM - X\ey A - hx*<*fe. Ces nombres s'appellent Les coordonnées 

du point Ai dans le repère (0;ei,...,e fc ). 


Exemple. Si ,4 et B sont des points différents de R n , alors (A\ ÂB) est un repère 
cartésien de la droite {AB) et pour tout x G R, le point de coordonnée x dans ce 
repère est le point .4 + xAB. 

I Définition 

Soit (0;e) un repère cartésien d'une droite affine C/. Si P et Q sont des points de 
( J' t le nombre réel t tel que PQ = te se note PQ et s'appelle la mesure algébrique 
de (P,Q) dans ce repère. 

i 

f Proposition. Soient U_une droite affine de R” ri P.Q.P.Qf des points de V tels 

i 1«f P ÏQ. Le nombre ne dévend pas du repère cartésien de 9 que fan choisit. 

PQ 

Démonstration. Soient (O.e) et (Oiîft) d« repères cartésiens de U. Soient 

!, , ’ 1 >ft.f| les nombres réel 9 définis par PQ — ta — fiD e* ^Çf - ^ — 

î « « et sont des vecteurs directeurs de <J, il existe un -ombre réel x y U tel que 

] f ' = Ae.Ona , = ,,A. f = b t X et puisque PQ n'est pas le vecteur nul. , et t, sont 

"«n nuis. 11 vient donc f'/t = 

I 
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Soi, . . . un repère cartésien du sous-espace affine V. Pour 

i compris entre 1 et k. posons A,«0 + t.. Soit M € * le point de coom^ 
(/1 .,*). Légalité OSi = *i*. + • ' + s écrit sous les for mes é S uiva^ s 

M = O + Ji< i + • + ■'»<’* <=> M = O + xAAi - O) + ■■■ + _ G 

<=*• SI = (1 -i,- *k)0 + Xi A, + ... . 

+ **4*. 

Pour tout point M G *, il existe donc des nombres réels . . Xk ^ ^ 

A/ - XoO + J|j4i +-f.r*A* et Jo + j*i+•••-♦- x fc =k t 

Nous allons maintenant étudier la signification géométrique de telles combinais^ 
linéaires de points. 

Définitions 

Soient p un entier positif, A t ,- A p des points de R T * et ai,... ,Op des nombres 

réels tels que aj H- + Op £ 0. Le point G = -L-(d Ai h_ + n A 

! fl| + ‘ ■ • + Op U P A p ) 

s'appelle le barycentre des points Ai. A p affectés des coefficients a p . 

Si tous les coefficients sont égaux à 1, on dit que le point G = -(Aj + • •• + A ) 
est l’isobarycentre des points A lt ....A p . Si p = 2, l'isobarycentre des points 4,,A 2 
s'appelle le milieu de AiAj. 

Remorques 

► On obtient aussi l'isobarycentre en choisissant tous les coefficients égaux à un 
même nombre a non nul quelconque : en effet, on a 

+ •■• +uA p ) = i(A, + ••• + /»,). 

► Posons * = „, + • • • +flp . L'alité i (o, A, + • • +a p A p ) = A, + ■ ■ ■ + ^ A p montre 

que G est aussi le barycentre des points A . A,, 'affectés des* coefficients 

o, - a ,/», On a alors aj -I-+ n p = 1. 

Pr0p0 ‘' ticM1 - Soimt A . A, de s points de H' 1 el a . a„ des nombres réels 

W ‘ «if ■••+n P étt .Le borycentre des points A . A„ affectés des cocffcmds 

"Lt 'u. »» >UmqUr r ° ml G qut a ' GA ' + • • ■ + “P O à; = 0 . Dr plus, pour W 

point hf k . R'*, cm a ( a , + .. . )Afr î _ .- p p — 

+ a p )M(, „ û, A/A, + *■ • + ü d A/A 0 . 


«JERÎ + - + "P AM P = -I (ATS + ffirt + ^ , _T“ A/€R • " w “'* 

9 + ‘ ,+ s(flB+grj 

= “■- ^) A 7g + ai ÔÇ + ... + 

— (a, H-+n p )A/G 

puisque o,Ôi4i + ■ • • + apGyl,, est le vecteur nul. 
fl reste à montrer que si H es. un point de R" te] que a ffr 
alors H = G- Appliquons ce que nous venons de démontrer = ° 


~ « «-»‘î 

«* p» » “ dM “» i” “5 « 1, „i„, ^i^kTîT.c* 

proposition* Si t est un source affine de R n , alm te , * 

J est un point de J . ^ 

Démonstration. Soit T un sous-espace affine de R", de direction V. Soient p un 
entier supérieur ou égal à 2, A h .. A v des points de T et G leur barycentre affectés 
des coefficients a i, . • . .a P . Posons s 0 , + ■• • + a p . Pour tout point M ç R", nous 
avons s MG = fl| A/Ai 4-h a p A/ A p . En particulier pour le point A/ « Au il vient 

sÂ\G = ai A 1 A 1 + ûjÂiAj H-+ Oj,A]A p = a 2 A|42 + — \-a p X^A v 

car ÂjAi est le vecteur nul. Puisque les points ,4[,....4 P appartiennent à T, 
les vecteurs Ai A 2 ,.. •, Ai A p appartiennent à V et il en va de même de toute 
combinaison linéaire de ces vecteurs. Par conséquent le vecteur sÀ\G appartient 1 
V, donc aussi le vecteur A\G puisque s est différent de 0. On en déduit que le 
point G appartient à T. ■ 

Associativité du barycentre. Soient p et q des entiers positifs teb que q<p, 

Ai,.. A p de s points de R" et ai,_a p des nombres réels tels que les sommes 01 +• • --t-ap, 

= ai +-h a q et a 2 = 1 + * ■+dp sont toutes non nulles. Soient G 1 le barycentre des 

P°i"ts A,. A q affectés des coefficients a t .a, et G, le barycentre des points V».£ 

affectés des coefficients a,*,,... ,a p . A/ors le barycentre des points .4,. A p affectés des 

coefficient* «,. a p est le barycentre des points G\ et G 2 affectés des coefficients >i et » 3 . 

Démonstration. Notons G le barycentre des points Ai. Ap ^ tés ** 

.«, ; ona( ai + ..- + u p , C = a,A, + . 

' e lG I ,ona., 1 G 1 =u 1 A,+ -+o,.4,et S3 6 2 -û,..Vi ' 

égalités. Il vient *,G, + * a Gi = o, A, + •• '+AV 1 1“> ' ’ H , 

‘■'ensuit que G est le barycentre de Gi et Gj de> 1 
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ij Soient A.B.C de* point?» non aligné?» de R Notons / | e milita, ^ 
milieu de CA et A' Je milieu de AB. Alors les droites (AI). ( Bj) Q{ ?• J j, 
en commun un point et un seul. Ces droites s'appellent les médianes du ^ ^ 
ABC et l'affirmation précédente est le théorème bien connu : /, s médun^^ 
triangle sont concourantes 



Démontrons ce résultat. Puisque les points A.B.C ne sont pas alignés ils 
deux à deux différents et aucun d'eux n'appartient à Ja droite définie par les 
autres. U* point J es! barycentre de B et C donc appartient à la droite (BC) donc 
est différent de A. La droite f/1/) est ainsi bien définie. De même, ./ appartient 
à (CA), K appartient à (AB) et tes droites (DJ) et (CA') sont bien définies.™ 
Notons G l'isobary centre des points A, B, C, c'est-à-dire le barycentre de A, B C 
affectés de coefficients tous égaux à 1. D'après l'associativité du barycentre, G 
est aussi le barycentre des points .4 et / affectés des coefficients 1 et 2, donc G 
appartient à la droite (A/). De même, G appartient à la droite (BJ) et à la droite 
t( h). Les droites (AI), (BJ) et CA) n'ont qu'un seul point en commun, sinon 
ces droites seraient égales et les points A.B,C appartiendraient à cette droite, 
contrairement à l'hypothèse. 

2)Soit ABCD un quadrilatère de R 2 . Notons I le milieu de AB, J le milieu de 
CD. A le milieu de AD, L le milieu de BC, M le milieu de AC et N le milieu 
de BD. A lois IJ, h L et M A ont le même milieu. 


A 



effet- no, ° nS ° l lSObaryCen ' rC des P 0 *"!» A, B C D rv 
h" centre. G est aussi le barycentre des point, / « j af '/,l P ^ r «**«M* du 

, donc g est le milieu de IJ. De même. G est Je militu ^ du mên » “efficient 

n L milieu de 

p*finî*i<> n 

Soit * o» affinc de R " de dimension »,**_. 

I un «P* , * + i )-uple (A,.„ t) de 

| )e5 vecteurs Ai Ai . A,A, forment une b** de V, la d lrertiûn * * ’ <|U,; 

Si «A.“ n repère affi ™ * » ■ ■**» (Al XX ..dÔAi) est un repère 

artésien de 7 . 

Si (0;r. est un re P ère cartésie " d * ^rs (O f O + e Ii ..., 0 + e4 ) «t un 

jepère affine de 


Exemple* 

m. Si A et B sont des points de R TI tels que A + B, alors (A; ÂB) est un repère 
cartésien de la droite (AB) et le couple (A. B) en est un repère affine. 

- Soient A.B,C des points non alignés de R M . Alors (A;Â0,ÀC) est un repère 
cartésien du plan (ABC) et (A,B,C) en est un repère affine. Le triplet (B.A,C) 
est un autre repère affine du plan (ABC). En effet, les vecteurs BÂ = -AÏ? et 
BC = ÂC - ÂB sont linéairement indépendants puisque ÂB et ÂC le sont. 


Proposition. Soient k un entier positif, 7 un sous-espace affine de R° de dimension 

le et (A u . Ak) un repère affine de 7 . Pour tout point A/ £ 7, iî existe des nombres 

réels au.a* uniques tels que oq 4-M* — 1 et M = o^An + •• • + mA*. 


Démonstration. Nous avons déjà démontré au début du paragraphe l'existence des 

nombres a,. Rappelons ce calcul. Soient ru.les coordonnée s de M dans le rcpère 

cartésien ( Ao, . ÂÂA k ). On a donc M - Au = 'Mi + * * ■ + 

c'est-à-dire . . 

A/ = Ao + *i(4i -A>) + -* +x k (i4à-^) 

= (i - X \ -x*)Ao + ïij4i +•'* + 

En posant « 0 = 1 - x ,-r*,o, = Ji,.. • = **» 11 vient 00 + 01 + 

cl Af ^ + ... + QkAk ' 

P »ur montrer que les nombres do.•* "** un “J ueS ' “’TT^dêd^ 

+ • • ■ + a n A, = Mo + • ■ + tu A et uo + • • •+• «* *= ^ ^ 

«o^à; + aÆ + . ■. + o,ââ=6„ââ+ + • ■ ■ + ‘‘ ** 


t- • • • + Ü* = 1 


,4é Amine CW • 
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c'est-à-dire («i - )4)>*i + +(«*“ **)4>A* = « et par suite 0,-4 

tout entier i tel que l<«a. Puisque la somme des a, est égale à )a P%, 

b lt il s'ensuit «o - to- ^ 

I 

D'après cette proposition, tout point de t est barycentre de A (h 
coefficients sont bien déterminés pourvu que leur somme soit égale à 1 ' * et l{ * 


Exemple, Si A et D sont des points distincts de R n , tout point A/ d e | a 
(AD) s'écrit de manière unique A/ = tA + (1 - 0# où t € R. Cette égalité 1^** 


que Si est le barycentre des points A et B affectés des coefficients t et ***** 
autrement dit nous avons l'égalité vectorielle tAf A + (1 - t)\ÏB = 0. 6 1 


I Définition 

Soient .-l et B des points de R' 1 . Le segment [AD] est l'ensemble 
des points tA + {1 - t)B où t est un nombre réel tel que 0 ^ t ^ 1 , 

4. Géométrie affine dans le plan 

Étudions plus précisément les sous-espaces affines de JR 2 . Puisque les sous-espans 
vectoriels de R 2 sont de dimension 0, 1 ou 2, les sous-espaces affines de R 2 sont : 

I e8 parties {/t} à un élément (dimension 0 ), 

► les droites (dimension 1 ), 

► l'ensemble R 2 tout entier. 

On dit que des droites sont sécantes (au point A), ou qu'elles se coupent en A, si 
leur intersection est {/!}. 



Proposition. Deux droites de R 2 sont sécantes ou parallèles. 

Démonstration. Soient U, et V des droites de R" Notons D la direction de U t 
a irection de T'. Si D— D 1 , alors par définition les droites Gfi et & sont parallèle 
upposons D ? 1) et choisissons un vecteur non nul e g D et un vecteur non m 
<- 6 V Putsque les droites vectorielles D et D’ ne sont pas égales, le vecteur <■' n* 

e^ fT à d ° nC ^ *“ Une base de R 2 . Par conséquent on a R 2 = £>*^ O 
dédmt. d après le corollaire page 161, qu -jl existe un point A tel que <2nSM*) 1 

ln.t U parâ8 " phe ' nous hissons un repère cartésien (0;i.j) * 
dans la base (i j^d^Rj 0 ™'^ ddn!i œ re P ère el les vecteurs ont leurs coordonnée 


OÊOMÉTEUE affine Chaf. I 


d’une droite 

Équot '*» 0 a 

. le p° int de B de COürdon nées a ,b. c'est-à-di* A - n 
* no» nul de coordonnées r,a, c'est-à-dire PSrl + ,' + “ + U. et soi,, 

V , pas » us deUX nU,S - N ° t0nS 3 U dro ’** Passant par A „ £ r « 1 

sont p« . par ri et de vecteur 


t e le 

sont p* ,ous 7 “ _ ~ paSMnt P ar d et de vecteur é jj. * 

r tout point A/ de coordonnées », y, nous avons A/ = 0 + H + ^ ‘ 

Â\l = A/ - A = (« + yj) - ( 0j + 6j) = + ^. 

, déduit les équivalences 

A/ G Ê/i <=* AM est colinéain? à e 

._. * - a r 1 

<==> i = 0 

y - b a | 

«=►«(*-û) - r(y-6) = 0. 


pour 1 


OP en 


ivjous venons d'écrire une équation de la droite passant par A et de vecteur 
directeur e. En développant, cette équation s'écrit sx - ry + w = 0. 
pour trouver l'équation d'une droite passant par deux points différents A et A\ on 
choisit (par exemple) le vecteur AA' comme vecteur directeur; si les coordonnées 
du point A' sont a\ 6 ', celles du vecteur AA' - A' - A sont aî -aM -b. 


Les droites affines de R J ont pour équation ui + ry + w - 0, où les 
nombres u et v ne sont pas tous deux nuis. 

La droite d'équotion ni + vy + = 0 a pour vecteur directeur (-t-, «) * 


i 

i 


i 


i 

À 

l 


Droites parallèles 

Soit f2> la droite d'équation ux + vy -MP — 0 et soit */ la droite d équation 
u'x + v'u + to' = 0. Les nombres u et r ne sont pas tous deux nuis, non plus que les 
nombres v! et v 1 . D'après ce que nous venons de voir, le vecteur r - 11 + Ujf 
vecteur directeur de Ql et le vecteur ef = -t/i + u j est un vecteur t * irect ^‘ 

Les droites U et c Jf sont parallèles si et seulement a e' est colméaire r. » 


WW#* 


= 0 . 


A le point de coordonnées a. b. la droite parallèle à ^ 

équation „(x - a) + o(y - 6 ) = 0. En effet. ce«e èquabon es, relie 








14 GÉOMÉTRIE 


AFFINE DANS LF. PLAN 


I « 


sigmakutub.blogspot.com 



Proposition. Soit M ht droite d'équation ur + « ÿ + u- = 0 et toit y la ^ 
u’i + ii'j I + uf = '*■ Supposons les droites U et '/ sécantes. La droite 'jp 
u"s t C'y +■ ui" = U pusse par le point d'intersection de OS cl <jt) si €t seulement 

...i Sl 


V 

é 

V» 


= 0. 


Démonstration» Notons a, b les coordonnées du point d'intersection de <y 
Supposons que la droite V" passe par ce point. Alors nous avons 

{ ua + vb + w — 0 
u a -f t/b -Mi/ = 0 
« ,f fl -I- i/*b -I- uf* = 0 


c'est-à-dire 


= -a 


-b 


Dans le déterminant figurant dans la proposition, la troisième colonne est combinaison 
linéaire des deux premières, donc ce déterminant est égal à 0. 

Réciproquement, supposons que le déterminant est nul. Puisque les droites ( J et 
V ne sont pas parallèles, le déterminant | ", " | n'est pas nul donc tes vecteurs 

(u,u) et (u/té) sont linéairement indépendants. A fortiori, les vecteurs (u.tuv) el 

u v tu 

(i/.eW) sont aussi linéairement indépendants. Puisqu'on a u' 1 / u/ =0, on en 

- , u'* v n u F 

déduit que le vecteur (u'V'.u/*) est combinaison linéaire de (u,u,tu) et (u\v\u/), 

autrement dit il existe des nombres réels A, tels que 


’ u" ‘ 


r«i 


’u r 

v" 

= A 

» 


t/ 

y 


[®j 

y. 


On a 

u"u + v"b + U," = (Au + /tu')a +■ (Au + pv')b + (Atu + pu/) 

= A(ua + vb + tu) + /i(u f a + v'b + tu') = 0 
car tta + u6 + tu = 0 et u'o + r/6 + «/=. 0 par hypothèse. L'égaUté u"a + u»H-/ = <> 
******* !a drüIte * P**« par le point de coordonnées a.b. 

en dn)lte9 de sont dites concourantes si elles ont exactement un fX’ irlt 

en commun. 
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_ Soient </ ei C J? des droites de R 2 sécantes nr.. 

de & deux-à-deux différents et différents de S ^ 6 ’', Soienl A ^.C 

*£*&&«» et <üfférents de f • No ' ons «s parall ;, e ™ p*» 

de ( * f a )i^|e à d/ passant par D. passant par A et 

,eS drüi ‘ e *Jf,f ) ' ^ (BÆ) «• ^en définies. 

™ZTr%'ï " ^ ^ b CT > »- 

-ssn™- 1 “iir 1 

gèpon** 

o) On a C 6 9 et C/ 5, par suite C ? &, car 5 est le seul point qui appartient i la loi* i 
j a droite & et à la droite f Jf . Puisque A’eC/', U vient C# A'. La droite (CA 1 ) est donc 
bien définie. On démontre de même que les droites (Aff) et (B A') sont bien définies. 

b| Les droites (CA') et f J* sont sécantes en A' donc elles ne sont pas parallèles. Par suite, 
[CA') et C/j ne sont pas non plus parallèles, autrement dit le point F est bien défini. 
[X* même, les points C et fl' sont différents et la droite [CB 1 ] n'est pas parallèle à 
( ji jonc le point Q est bien défini Les droites parallèles S#, et C J* Z ne sont pas égales 
car A /- /I Leur intersection est donc l'ensemble vide, par suite P est difièrent de Q. 



Z, .Zn - 

linéairement indépendants. Choisissons ( • * » « repère, 

et cherchons des équations des droites ( f> v la droite (SA') et est 

Les coordonnées de A sont 1,0. Puisque ap nulle et la seconde est égale 

différent de S « 4', la première ******£*£ «* ^ 
à ÿ a vec U * 0 e. » * 1. Une équam* de U dmi« 

U-l — 1 1 = o, c'est-è^ire b'x + y-h^^' 

De même, les coordonnées de A son , 

6 / 0 et b* 1. Une équation de la droite (BA ) « 

1 r - 6 ~b | _ Q t c'est-à-dire x + 
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dwnlum» nuinta-nanl l« ..*>rd<mnéw dm points P et (J. Les coot***, 
de le («rme r.O .vee r ^ 0 , r / l et r # b. Une équation de^T 


{C A‘) m.|VÏ|=«. r + c " - r = °' Pul ^ '* droite », ^ 

J . | ^0, les coordonnées de P sont les nombres réels x , v M 

Poiu 


{ 


= 0, 


équAtion i- i . .. “ -r.l/ tel* 

*->*!! c'est-à-dire sont l,(c-l)/r. De même, la droite 
r + cv-*’ x(i ' 3 4 

équation r - b - Il et la droite (OB') a pour équation | ' ~ ' | = 0 , c’est.^^ 

y x ^ Cff _ y r =s 0 , donc les coordonnées de Q sont b,t/(c - b) je. 

|] s'ensuit que la droite (PQ) a pour équation 

| .r-l 6-1 

I y - (c - ï)/c (6'(r - 6)/c) “ (c - I )/c 

c’est-à-dire (V(c - 6 ) - c + l)* - >'{b - l)y - V{c - b) + b(c - I) = o. 

Calculons le déterminant 

|6'(c-6) -c + 1 -c(6- 1) -è'(c - 6) + 6(c - l) 

A = 1 b -6 

6' l -6' 

En ajoutant la troisième colonne à la première et à la deuxième, il vient 
|(6~l)(c-I) (c-6)(l-6 r ) -6'(c-6) + 6(r-1) 

A = f 1-6 0 -b 

| 0 1-6' -6' 

(6- l)(c — 1) c-b -6'(c — 6) + 6(c— 1) 

>=(1-6') 1-6 0 -6 
0 1 -6' 

Ajoutons (6 - r) fois la troisième ligne à la première. On obtient 
(6- l)(c — 1) 0 6(c — 1 ) 

A = 1-6 0 -b 

0 1-6' -b 1 

= (1 - 6')(-6(6- l)(c — 1) + 6(c- 1)(6 - 1)) = 0. 

F^isque les droites (AB') et (DA 1 ) ne sont pas parallèles, elles sont sécant» 
Puisque A * 0, la droite ( PQ ) passe par le point d'intersection des droites [AB 1 ) 
et (BA). Il s'ensuit que les droites (AB 1 ), (BA f ) et (PQ) sont concourantes- 


5. Géométrie affine dans l'espace 

Le* sous-espaa» vectoriels de R‘ sont de dimension 0, 2 ou 3. Les sous-espace* 

affines sont donc 

*■ ,t?H P arUe!> M} à un élément (dimension (J), 

* les droites (dimension 1 ), 

* ^ plans (dimension 2), 

*■ I espace R 1 tout entier. 


m ^métrue Arrtmc cw . 


..ition- Deux plans de R 3 non parallèles ont pou, 

droite et & un plan de R 5 . Si h direction de » , *" ^ 


n'est pas contenu* dans 


m<J ** dr ° lte P K * la direction de <j 

de y. « ait “ un p°"« A tel (tns ={A] 

0 én 1 < M 1 *» ^o,î ® n • ®" ie , nt *. Ct * des P' ,ns parallèles. Leur, dlrec 
p et P “ n ‘ donc des wus^paces vectoriels de V u u 

‘‘“g» nous avons <tim{P+P)<3 donc <lim(PnP)=2+2-di m (/>-t-P,^- 3 ^! 
Ileurs. PD p U " sous ' e 8 P ace vectoriel de p doncdim(PnP')< 2 . Puisque P+P 
al a ^H^ ^ F et par conséc l uent dim < />n/V )= I-U vient dim(P+ P>) = 2 + 2-1 = 3 
^ par suite P-f-P # = R J . D'après une proposition page 161, U en résulte que 
intersection iPn#* nest P as ^e Choisissons un point A appartenant à & et 
à ,f. L'intersection ,*>C\ if est le sous-espace affine passant par A et de direction 
poP 1 * c'est donc une droite. 

Démontrons la seconde affirmation. Notons D la direction de & et P celle de 
Puisque D n'est pas contenue dans P, il existe e € D tel que e $ P. En particulier, 
e n'est pas le vecteur nul. Choisissons une base (fish) de P. Puisque e $ P, e 
n'est pas combinaison linéaire de f\ et f 2 , donc (e,/i,/ 2 ) est une base de R 1 On a 
donc R 3 = D ® P • les sous-espaces vectoriels D et P sont supplémentaires. Comme 
nous l'avons montré au paragraphe 2, Ü s'ensuit que les sous-espaces affines { J et 
èP ont exactement un point en commun. ■ 

Remarques 

•- Supposons que Û) et c Jf sont des droites dif¬ 
férentes de R 3 passant par un même point A. 

Les droites £# et Qf ne sont pas parallèles. Il 
existe donc un unique sous-espace vectoriel P de 
dimension 2 de R 3 , contenant la direction de 
et celle de £ if. Alors Q et <Jf sont contenues dans 
le plan passant par A et de direction P . 

Soient £/>, Qf des droites parallèles de R 3 telles 
que & ^ Qf, 

Choisissons un vecteur directeur e de & et des 
points AeQ) et A 1 . Puisque C t et <Jf sont diffé¬ 

rentes, A 1 n'appartient pas à âî, donc AA n est pas 

colinéaire à c. Notons P le pian vectoriel engendré r 4 et de direction 

par A A' et e. Alors Q> et Q / sont contenues dans le plan p ****'^ M' €#. 
P ' En si A/ € &e alors AA/ est colinéaire appar tk*nt b P 

alors A'iÛ' est également colinéaire à c, donc AA 
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- En général, Jeux 


non parallèle, de »’ ne * coupent pas. 



Choisissons maintenant un repère cartésien (0\i,j,k) de R'. Les points ont l eur8 ^ 
données dans ce repère et les vecteurs ont leurs coordonnées dans la base (i,j.fc) de 

Équation d’un plan 

Soit A le point de R 3 de coordonnées a,6,c, c'est-à-dire ,4 = 0 + ûi + ty +dt. Soient 
C| =r,i+#u+t|A* et e 2 =r 2 ï+« 27 + 12 * des vecteurs linéairement indépendants. Notons 
y k* plan passant par A et de direction le plan vectoriel P engendré par e t et €j 
Pour tout point M de coordonnées x,y, z, nous avons M = O + xi + yj + donc 
AÂÎ = A/ - A = ri + yj + zk - ai - bj - ck = (x - a)t + (y - b)j + (* - c )k. 
On en déduit les équivalences 

M € y <=> AM est combinaison linéaire de ç\ et e 2 
x - o rj r 2 

«=» y - b si s 2 = 0. 

z-c t] t 2 

Nous venons d'écrire une équation du plan passant par A et de direction P. En 
développant le déterminant, cette équation prend la forme ux + vy + wz + h = 0 où 
les nombres u. v, w ne sont pas tous nuis. 


Les plans affines Je R 3 ont pour équation ux + vy + wz + h = 0, 
où les nombres u. u, tu ne sont pas tous nuis. 

Lo direction du plan affine d’équation ux + vy + wz + h = 0 est 
le plan vectoriel d’équation ux + vy + wz « 0. 


Plans parallèles 

—A = 0e, soit .4 ,e point 
P ‘ Jn P " allile 4 * « P as,Jr ’t p„ 4 a pour équation 
«U-u) + <,(V-4) + u;(i _ c) = 0 

«i«OMtlni RAWWE Cl|4f t 


de coordonné 


l'équation ti(x -a) + v(y - b) + w (: - c ) = „ 

- ru- <p £, 


P uisque A que y et & sont parallèles. Choisissons un point u ' **** P * 1 À ' 


‘ ordonnée» " “77" w c ^ ’ ae Ordonnées x*V Posons 

+ Le* coordonnées de A/ sont 

„(x„ + /' - “) + *'(#• + l/ “ 6 ) + “(îo + a' - c) + h 

= (ux» + tw + u/xo + A) + u(x' - a) + - o) + u< y _ a) = Q 

car les coordonnées de M> vérifient l’équation de .r et celles de A/„ l'équahon 
l Us coordonnées de M vénfientjonc l'équation de y, autrement dit A/ 
appartient à f- Par suite le vecteur A/ 0 A/ appartient à la direction de y. Puisque 
^0j = 4A Ï 1 , nous venons de démontrer que pour tout point A/' € y, i e vecteur 
4A/' appartint à la direction de y. Cela signifie que le plan y est parallèle à y. 

Équations d'une droite 

Soient ,4 un point de R 3 et e un vecteur non nul de R 3 . Notons 9 la droite de R 3 
passant par A et de vecteur directeur e. Pour trouver des équations de 9, cherchons 
deux plans et y? non parallèles et contenant Q : nous aurons alors S = y n y 
d’après la proposition précédente. 

Expliquons les calculs sur un exemple. 

Supposons que les coordonnées de A sont 0,1,2 et que e = 2t+/+3A Alors 

2 10 

est une base de R 3 car le déterminant 10 1 est différent de 0. Notons y le plan 

3 0 0 . 

passant par A et de direction le plan vectoriel engendré par e et i et y le plan 
passant par A et de direction le plan vectoriel engendré par e et j. Ces plans ne sont 
pas parallèles et ils contiennent iù, par suite Q> = y ny 2 . Une équation de y est 

x 2 1 

y — 1 1 0 =0, c'est-à-dire 3(y - 1) - {* - 2) - Q. 

a-2 3 0 

De même, une équation de y 2 est 


x 2 0 
y- 111 
z-2 3 0 


t-à-dire - 3x + 2(2 — 2) — 0- 


*• » de « son, donc { Z JI ° 0 ■ *•* d * * '^ 

ve «ortelle d'équation { “ • 

Une dro “e ^ R 3 es, ainsi déterminée par deux équations de plans- 
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6. Applications affines 

Dans ce paragraphe, « et p sont de* entier* positif*. 


Définition 

Soi t / : R p — R” une application. On dit que / est une application affine 
une application linéaire g : R” - R' J et un vecteur u € R n tels que 
f(\1) ^ g(M) + u pour tout A/ e R*\ 


s ^istç 


Pour tous points P et Q de R", nous avons 

HQ) - f(P) = (siQ) + «) ~ (9( p ) + w ) = S(Q) ~ 9{P) ~ g[Q - P) 

car l'application g est linéaire. On a donc f(P)/(Q) - g(PQ). 

Notons A la matrice de l'application linéaire g dans les bases canoniques de Rp ^ 

R' 1 et posons u = («i.u„). Pour tout point M = (a?i, —, ar p ) appartenant à Rp 

le point f[M) = (yi se calcule en utilisant l'égalité matricielle 


’ui " 


'x, ' 


«i 


= A 


+ 


*9™. 


. x p. 


. u «. 


Exemptes 

^ Soit / : R’ —► R une application affine. Par définition, il existe une application 
linéaire ÿ:R-“*R et un nombre réel u tel que f(x k y) = g[x,y) +u pour tous 
Puisque g est une forme linéaire sur R J , il existe des nombres réels o et b tels que 
9{ J 'U) = ax+by pour tous x,y eR, Qn a donc f(x,y)=zax+by + u pour tous x.yÉR. 
"■ g '• R 2 — 1 > R‘ une application linéaire et (r,s) € R'. Puisque la matrice de g est 

de la forme [“ *], l'application affine /:R 2 -R 2 définie par /(r,j)=j(i,s)+M 
s'explicite de la manière suivante. Si f(x, y) = (x / , j/), alors 




ax + by + r 1 

ex + dy + s J 


autrement dit, nous avons /( x, y) = [ax + by + r, ex + dy + s) pour tous /,!/€* 


Void des propriétés générales des applications affines. 

rtriJNIlhioil. Soient g : Re —, R n une application linéaire, u un vecteur de 

» M,», f ( A f \ _ t X*\ . _ a—.i \j £ R 


f Ifp un ». " ” ** "'•* "yyiHMiwn linéaire, u un 

Z . définie par /(A/) = g(M) + u pou, tout A/ . 

ÙLZZam fU) = “■'■«"*"» {MeR p I m 

»U> espace affine * Rp passant par A et de direction Kerfl. 


géométrie affine ( W J 


trorion. Posons V = { M 6 RP j J{Xf) m „ } 

“^rtrent à * tou ‘ P° in * " 6 » P . on a les équivalence/ = 
* JPP A/ €’'■*=*• /(M) = 0 s=s /(A/) = /(A) 

<=> f(A)f(M) = 0 S (ÂÀf) * 0 <=> ÂÂ7 ç Kcrfl 


d'oû 


ù le résultat. 


Bcmpto* u ^, 

, Soient u. *’ des nombres réels non ,ou s deux nuis et soit m 6 R. Considérons 
' ('application affine / : R - R définie par f(x.g) ^ux + vy+u,. Si u n'est pas 
nu |, alors /(- w/u.O) = 0 et si u n'est pas nul, alors /(O.-to/o) = 0. Dans tous 
le, cas, il existe un point A 6 R J tel que /(A) = 0. Par définition, le noyau 

de l'application linéaire g : R 2 — R définie par gfx.y) = ux + vy. est la droite 

vectorielle D d'équation ux + uy = 0. La droite affine d'équation ux + ry -f te = 0 
passe par A et a pour direction D. 

sa . ax J-I a- f Ht + ty + Wl + à » 0 % 

, De même, considérons le système déquations j + + + à cocffi - 

dents réels. Supposons que ce système d'équations a une solution A - 
Alors l'ensemble des solutions est un sous-espace affine de R 3 passant par le 
point A. La direction est le noyau de l'application linéaire g : R 3 -* R ? définie par 
z) = (ux -f uy + wz , u'x + t/y -|-1 Pz) t c'est-à-dire l'ensemble des solutions 

{ uj + vy + ira = 0 

v!x + t'y + u/z = 0, 


! 


i 


1 

i 

i 

i 

I 


Proposifion. Soient k un entier positif, des point, de R' et a.u* 

des nombres réels tels que a,+■■■ +a k ? 0. Soit G le bargeentrr des pomts A,. M 

affectés des coefficients a,. a t . Si f est une application affine de V dans , 

f(G) es, le barycentre des point, /(A,)./(A) <#** *• .. 0 *' 


Démonstration. L'application f est définie par /(A/) -ji-WI + u, °û S 
est une application linéaire et u 6 R”- En posant s - i 
définition G = “(a t A| H-hu*/U) donc 

hü k y(A*)) + ü 


R* 

avons paf 


/(G) = g(G) + u = ( 0,s(i4,) + " ‘ + l " 

= i(u,ffM,)+-+< 2 ‘9(' 1 *> + a '“ + " + “‘“ 
= i( 0t ( 9 (A,) + u) + - -H»t(^‘> + 8) ) 

= i(a ,/(A,)+-" + «*/(' u) )' 
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En particulier, une application affine / transforme isobarycentre t . n i Sob 

Par exemple, si I est le milieu de AU, alors /(/) est le milieu de f lA)f *^ ***"** 

Terminons te chapitre en étudiant quelques applications affines im^ 

'"portant^ 

géométne. ** «n 

Projections 

Soient F et G des sous-espaces vectoriels de R” tels que F e <7 = Rn 
et G t {0}. Rappelons que nous avons défini au chapitre 7 la projectio ^ ^ 
parallèlement à G : c'est l'application linéaire // : R” —» 3R" telle que p'( x * Ur ^ 
quels que soient i € F et y € G. ” * 1 

Soient A un point de R" et S le sous-espace affine passant par A et de direct 


ion F 


Définition 

La projection sur .* parallèlement à G est l'application » R" — d» . 
;>< A/) = A/-.4). ftn,e 


par 


Si B est un point de S, nous avons B - ,4 € F donc B - A=p'(B - A) =}/[B) -j/u 
ou encore B - p'[B) = A - p’{A). Pour tout M € R\ il vient A + p'(M » 4) _ 
A + AM) - AA) = B + AM) - AB) = fl + p'(A/ - fl). L'application p que TOUS 
venons de définir ne dépend donc pas du choix du point A € 

Proposition. La projection p esI une application affine. Si M g .9. alors p(M) = M 
Pour tout M g R", on a p(M) g .9. A/p(Af) g G et p(p(M)) = p(M). 

Démonstration. Puisque ;/ est une application linéaire, nous avons p(Af) = 
pIM) + A - //(A) pour tout A/g R". L'application p est donc affine. L'image 
de ;/ est F, donc ff(M - A) g F pour tout 
point M g R". Puisque A € <9. on en déduit 
p(Af) g -9 Si M g .9, alors A/ - A g F, par suite j/~7~ 

f/(M -A)-M -A et p(M) = a + M - A = M. f MM) /p(N) 

Pour tout vecteur u e R", on a ff(u) - u g G : ^ •- 

en effet, nous avons u = x + yoùieFetp€C 

i/*.«7^ u — f^(* + lf) -(.r + p) = x-(x + p) = _y. p 0 ur tout point A/6* 
ü " ' ^ ~ A ' = ^(A/ - 4) - (A/ - A, donc A^Ât) € C. 

Enhn. puisque pf«, g .JT pou, tou « W , on , p(p(A/)) = p(A/) 



”* AFHNK CW, • 


notations introduites ci-dessus. Comme 

«rS* p jr rjpr " rt 4 F para, ; MCTnen ' ^ c es, au «sü» ». 

P Jf *'<' + 9) = ' " * qUtU qUe **"< ^ € F « Wai * *' »” - R" 

Défini ** 011 

u T!! “ t pÛralWmrnl * G es, Vapp| KiHon . 

^ <(jU) = A + AM - A). °"" R -R-définie 

0. —" \ C TT e P ° Ur Ure Pr ° iCC,i0n - ** ,ap P““«0" » ne dépend pas du ^ 
Ju pot"' A6-T- 

position. La * <*t j> * ff ppl,cation affine. Pour ,ou, point Mou- „„ 

» (A/ « f ~ " (A/) 7 A/ * (A,) Ç 0 " «(*(*0) = A/. Dr pf us , l, ml ;„ * 

a/# (A/) rsf 

Démonstration. L'application ri est linéaire et l’on a «(A/) = /(M) + A - »{A) 
pour tout point A/ € R". L'application » est donc affine. Pour tout vecteur ne R 1 *, 
nous avons l'équivalence u € F <* tf'(u) * u. Puisque >4 est un point de .f, on en 
déduit les équivalences 

Af € -f <=> M - Â€ F <=> s'( M - A) = Af - A <=^ ,(M) = A/. 

Pour tout vecteur u€R n , on a « r (u)-u€C. Puisque a(A/)-A/=a'(A/-i4)-(Af-4), 
on en déduit que «(il/) — M € G. 
0naa(s(A/))=^+«'(s(A/)-^)=d4+i. / («'(A/-4)). 

Or pour tout vecteur u € R”, on a s'(a'(u)) = u, 
donc il vient «(«(A/)) = A + (A/ — >4} = A/. 

Soient AI e R r ‘ et I le milieu de Afs(A/). Puisque 
.1 est une application affine, le point s(I) est le 
milieu de .s(A/)s(s(A/)), c'est-à-dire le milieu de 
*{A/)A/. On a donc s{I ) = / et par suite I € •?. 



j Le sous-espace affine S s'appelle le sous-espace affine des points fixes de s. 

I 

\ Remarqua ., f M „iièie- 

| Mous pouvons définir de la même manière la symétne par rapj» ^ ^ 
j y i G, lorsque F = {0} e, G = R n Dans ce ^ ^ ^ y e R” 

-- soit le vecteur u € R ri . 11 vient donc «(A/) — 2^ P 011 

dit simplement que « est la symétrie par rapport à A. 

i 
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Exercice. Soit / : R 2 — R‘ l'application affine définie par 

= (7* + 24y + 3,-2x- 7y- 1) pour tous x lî/ÇR 


Montrer 
points fixes. 


que / est une symétrie, en trouver la direction et le 8ous-es pace 

<ea. des 


Répons*. Soit g ; R J -* R- l'application linéaire définie par 

j/(^. y) = (7x + 24y, -2x - 7g) pour tous j, y ç r 

Pour tous x, y G R, on a les équivalences 

t \ i v ^ / G* + 24y = Q 
= (x.y) <=> j _ 2i> _ 


ffU.y) = -(-r. w) « 


{ Kr + 24y = 0 
-2x - Gy - (J 


fiy — 0 *-* x + 4» = 0 

<=> i + 3ysQ. 


ms D Id droik ' vectorielle d'équation x + 4y * 0 et D* la droite vectorielle d'én 
i + 3y - 0. La droite D est engendrée par le vecteur (-4, 1) et la droite /? 
engendrée par le vecteur ( -3.1). Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires' do T 
sous-espace» veetonels /> et O de R- sont supplémentaires. L'application liné^re , 


sous-espace 

est donc la symétrie par rapport à /; parallèlement à D 1 
Pour tout point (x,y) e R*, on a les équivalences 

- 24y = -3 
Sy = I 


/(x.yj = (r, y) < 


f tix + î 
\-2x- 


2x -t- 8y -f 1 =: 0. 


Les points (x,y) tels que /(x.y) = (x,y) sont donc ceux de la droite affine (/ d'équj- 

“° n / ? r l + HU 4 1 = ü * Cette droite P ass * P ar le A = (-1/2,0) et a pour direction 
D Quel ^ ue soit ,e P° int M = (x, y) appartenant à R 2 , nous avons 
A + y (A/ - 4) = (-1/2,0) + y(x -f 1/2, y) 

= (-1/2,0) + (7(x + 1/2) + 24y, -2(x + 1/2) - 7y) 

= f 7 * + 24 y + 3. -2x - 7y - 1) = /(A/) 

donc / «t | a sy mé tne par rapport à <J parallèlement à &. De plus, le sous-espace 
affine des point» fixes de / est la droite (l. 

Translations 

I Définition 

i on vec * eur de R . La translation de vecteur u est l'application affine 
*• Rl ”R' 1 définie par f u (A/) « Af + *. 


tl, et si u et t- sont des vecteur» de 

. . P |US - «ne application 

mm. ra“” ,ram!aHun 81 ct wulemen * 

A l/K/) ~ ^ P°ur tous points />,Q € Rn 


»»o «tomarcu* avuni: cw , 


MA') 


A/ 


«.(*> 


K-*"’* 


ics 


péfin^ on 

Soit 
affi^ 

ifition. Soit k un nombre réel différent de 0 et l. 

Si k ■ ® 


k un nombre réel différent de 0 et 1 et soi, „ m 


^ f0P ° — ♦ R" est une homolhétie de rapport k, alors il 


1 ft seulement si 


y q j mo) =o- 

, une appl'Ç^ Jj R - R “ np ^«tkitie de rapport k „ „ ^ 
'f(P)fÎQ) = 4 ue/s jxwnfs P et Q de R". 

p^n,, ration. Soi, A une homothétie de rapport *. Pai définition, „ 
vecteur « 6 R" tel que h(M) ~ k\l + u pour tout Af ê R", On a les équivafences 


/t(Af) = A/ 4==> (1 - k)M = 


> A/: 


i-r 


Le point O est donc u. Pour tout point M, il vient 

h(M) - O — h{M) - h(O) = (kAI + «) ^ (ko + u) = Jt{A/ - 0), 
c'est-à-dire fi(A/) = O + kÔAf. 

Si / est l'homothétie définie par /(A/) = *A/ + u, alors pour tous points P,Q, on a 
f(P)flQ) =f(Q)~ HP) = (*Q + «) - + «) * k(Q - P) = kPQ. Réciproq uement, 

supposons que / est une application de R n dans R n et que l'on a f{P)f(Q)-kPQ 
quels que soient les points P et Q, Choisissons un point A. Pour tout point P de 
R n , nous avons f(P)-/(A) = f(A)f(P) = kÂP = kP-kA donc f(P}=kP+u.ob 
l'on a posé u = f(A) - kA. L'application / est donc une homothétie de rapport k. ■ 

H résulte de la proposition précédente que le nombre k est unique et que I image 
d'une droite par une homothétie est une droite parallèle. 

I Définirions 

Le point O de la proposition précédente s'appelle le centre de l'homothétie h et 


I r uc ici prupuaiuuu ** -rr- 

I e scalaire k s'appelle le rapport de l'homothétie. 


Si/, 


est une homothétie de centre O, alors pour tout 
P°*nt A/, les points O, A/ et h(M) sont alignés, 
d après ,a proposition précédente. Si l’on connaît 
J UX Po^ts différents À/ et N et leurs images 
= MA I), N ’ « h(N)> | C œntre de h est donc 
ersecti °n des droites (A/M') et (NN 1 )- 


Al\ -- 

0^ 


.gmrjmo» AFr,!iES 
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iDolication : la thâorèm. d. Thalè». Soient et V, Jeu. droit, * 
Tu- en O. Soient A/ et A/' de- points de '/„ différents et différents de <> *’ 
nne, soient .V et -V' des points de ‘J,. différents et dififérent* de O. ^ 
mies (A/.VI et (A/'A'I sont parallèles si et seulement si = ST- 


Dr 


En effet, posons k - et notons fi I homothétie de centre O et de ra Pport * 
|. on il Vient ON' =kO N et donc h[N) = N'. Puisque MAl) mJU , 

les droites (A IN) et (Af'JV') sont parallèles. Réciproquement, si les droite* (A//v, ^ 
lA/'.V') sont parallèles, alors h(N) appartient A la parallèle A la droite (A/,Y) pas4a ' ( 
par /.(A/), c'est-à-dire A la droite (M'N'). D’autre part, les points O, N et /,(,V) t0n( 
alignés, donc h{N) F (ON'). Par suite on a fi(jV) = N\ d'où l’égalité des rappu rh 


Voici comment identifier la «imposée d'une homothétie et d'une translation, ou U 
composé de deux homolhéties. 

Proposition^ Soit h une homothétie Je rapport k. 

•» Si / est une translatum, alor s tes composées hot et t oh sont Jes ho mot hé tirs de même 
rapfwrt k. 

► Soit h' une homothétie Je rapport k*. Si kk‘ ^ 1, alors la composée h oh’ est une 
homothétie Je rapfwt kk 1 et les centres Je h. h' et h oh ' sont Jes points alignés. Si 
kk* - 1, alors la composée h o h' est une translation. 

Démonstration. Si t est la translation de vecteur u, alors pour tous points P et 
Q on a 

/.(f(H)Mt(à) j - kUP)t(Qj = k{(Q + u) - (P + ti)) = kPQ 
et 

t(h(p))t(h{Q)) = h(P)h(Q) = kPQ. 

Les applications hot et t o h sont donc des homothéties de rapport k. 

Notons O le centre de h et (/ le centre de h'. Pour tout point M € R", nous avons 
h(M) k[\l - O) as (1 - k)ü + kSf et de môme /t'( A/) = ( 1 - A'')CX + PM , donc 

/*(//(A/)) =h({l-k')(y + k'AI) = (1 - k)Ü + Jt((l — k*)0 + k'M)) 

= (1 - k)0 + k(l - k')0' + kk'M. 

Si kk / 1, l'application h oh' est donc une homothétie de rapport kk*. Le centre de 
h o /»' est le point 11 tel que 

h o /«'ni) = n *=* ( i _ k)o + *( i - k')cy + kk'n = u 
TTjrp ((l - + k (l - kf)Of). 


'M UtoMèTWF. AIHNE 1»,. | 


I _ kk' = (i ~ k) + k(\ - k'), le po ln) (i ^ 

[*iu*i ue de> coefficient* 1 — Ar ef Ar( 1 - k'). Si 0 * de * points 0 «t 

0 ^ (/ , Si O = fA alors il = O. U *°’ âlors » Mm A la 

ài° ]W f , alors pour tout point A/ nous 

ru • 


• k'jO' = (k 


avons h 0 /t'(A/, _ ,, , 


SSTs” » " v -«*■ . „,, 

Jhoh' est une homothét.^ Voie, comment on peu, démonirer géométriques,™ 
Alignement des centres O. (f et il de h, h et h oh'. 

lA'lue O est le centre de h, les points O. a et A«7) sont alignés. De même, le centre 
J, frhoh' est sur la droite passant par (/ et AoA'(O'). Puisqu’on a hoh'(0) =h(O l ). 
le point il est sur la droite (CT h(0)), c'est-à-dire sur la droite (OOf). 

Sur cette figure, nous avons représenté 
m \ a points A et P et leurs images 
B = h’(A), Q = h'{P) : les droites {AP) 
et [BQ) s 00 * parallèles et 1*» droites 
(AB) et f PQ) se coupent au centre O? 
de Thomothétie h ' ; 

» les points C = h{ B) et R = h(Q) : les 
droites (BQ) et {CR) sont parallèles et 
les droites (BC) et ( QR ) se coupent au 
centre O de Thomothétie h ; 

► le centre Œ de Thomothétie h oh! : on a {h o *')(/!) = C et {h o /i )(P) = R, de 
t An\ <*» (PR\ -- f> 





Exercices 


Il faut dessiner une figu re chaque fois que possible 

T A.B.C.D des point* de R 3 . On suppose £ 

? contenant A, B,C,D. Montrer que les pomts A. n, 

‘ttôrents et que ( A\ AB, AC, ÂD) est un repère cartésien de - 

, o n n C = (1,1,3)- Montnfr 

^idérons les points de R 3 : A = (0. 1 1). B ~ ^ une équation du 

existe un unique plan de R' 1 passant par A. P< 

(ABC). 

ptERC'îCES 
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3 Soit *'**' — R‘ l'application définie par Afj-.tf, i) (3 2s, I -2ÿ, l ~-‘2z} 

que h est une homothélie, trouver son centre et son rapport. ^ 

f2j* + j/-*-l=0 

4. Soit (/ la droite de R‘ d'équations { * _ 2 _ 2 = 0 rt 9011 A = (1,0,0). 

a) Trouver deux points différents // et C appartenant à (Z. 

b) Montrer qu'il existe un unique plan .f de R J passant par A et contenant r 

Trouver une équation de if. ^ 

5.Soit f le plan de R 1 d'équation r-{/ + t- 2 = 0 et de direction P. Soit 0 
droite vectorielle de R* engendrée par le vecteur u = (1,0,1). 
o] Trouver une équation de P et montrer que les sous-espaces vectoriels D et p d 
R :t sont supplémentaires. 

b| Trouver une base (e,f) de P. Calculer les coordonnées du vecteur (j,y l2 ) €R ] 
dans la base (p,/ T u). 

«I Trouver un point appartenant à ,f. Soit s la symétrie par rapport à if parallèlement 
à U. Calculer *(*,£/,*) pour tout (i\j/,z) € R* 1 . 

d) Soit d le plan d'équation x + z — 0. Montrer que pour tout point M € R 3 
a l'équivalence M € »(d) o s(M) € J. Montrer que s(Æ) est un plan et trouver 
une équation de ce plan. 

é.Soient 0 % A,B,C des points de R 3 . On suppose que A y B,C ne sont pas alignés 
et que O n'appartient pas au plan {ABC). Soit f un plan parallèle à {ABC), 
différent du plan (ABC) et ne passant pas par O. 

a) Montrer qu'il existe des points P,Q,R tels que <fn(OA) = {P}, d?n (OB) = {<?} 
et fD(OC) = {/?}, 

bl Posons k = g?. Montrer que Ton a k 0 et k ^ 1. 

d Soit h l'homothétie de centre O et de rapport k. Montrer que h(A) = P, h(B) = Q 
et h(C) o H. 

4 Soient / le milieu de BC, J le milieu de AC, K le milieu de AB et G Tisobary- 
centre des points A,B,C. Montrer que les points A J,G sont alignés. Soit h' l'homo- 
tHérie de centre G et de rapport -2. Montrer que h'(I)=A, h'(J) = B et 

«•Quels sont les points hoh'(l), hvh'(J). hoh'(K) ? Montrer que les droites («). 
WJ) et (fl*) sont concourantes si k * -1/2 et que ces droites sont per»» 1 » 


IM 'JEUMETlUt AFFINE « UAP * 


A B , C de* points non alignés de R 2 . On choisi, U. TE ». 
j. Soie 11 ' ■ de R j soit M un point de la droite (BC). ,AC ) “mme npèrt 

qu'il existe un unique point M, po int ^ 
la parallèle à (AB) passant par M. Montrer qu -j, JJ* h droite (*) 
J, point d'intersection de la droite (AB) et de la paralléfe à ( ** 

. Montrer qu'il existe un unique point M, po im dmterseo™ , 

' 1 allèle à (CA) passant par M 2 . de l BC ) et de 


„!**> I» —>- k»**. „ 

JZZ m * - - —s- » 

ji a partir du point A/a, on construit comme en (a) les points Al,g (AC), Af, c, sm 
et A/s 6 (R C 't- Montrer que l'on a M = Al». ' 1 

(.Considérons quatre droites de R 2 , chacune coupant les trois autres 


points 


différents. Notons, comme sur ta figure d-contre, 


en trois 



^ B,C.D,E,F les points d'intersection obtenus et choi¬ 
sissons (A;AB,ÂC) comme repère cartésien de R 2 . 

Notons i?,0 les coordonnées de D et 0,r celles de E. 

a) Trouver une équation de la droite (BC) et une équation 
de la droite (DE). 

b) Calculer les coordonnées de F au moyen de q et r. 

d Soient / le milieu de CD, J le milieu de BE et K le milieu de AF. Calculer 
les coordonnées de Montrer que les points I,J,K sont alignés. 

9.Soient A.B,C des points non alignés de R 2 . On choisit (A: AB, AC) comme repère 
cartésien de R 2 . Soient P € (BC), Q € (Cj 4) et F € (v4B). On suppose que les 
points P,Q, R sont tous différents des points A,B,C. 

a) Soient u, v les coordonnées de P, Montrer que u et r sont non nuis et que 1 on 
a u + v = 1. Calculer au moyen de u. 
j b) Montrer que les coordonnées de Q sont de la forme 0 , 0 où 0 est un nom 
différent de 0 et 1. Calculer ^ au moyen de 0 . 

«1 Montrer que les coordonnées de fl sont de la forme r.O où r esl un nombre réel 
différent de 0 et 1. Calculer au moyen de r. 

A Trouver des équations des droites (.4P), (BQ) «4 (CR) mo Z en d “ 
u ,0, r. 
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supP o« que les d«M- M* - - *—■ “S-y-l- «n 


,AP). m> * 


’ . <>T' rr?7^ 

concourantes si et seulement si ^ ^ j® = 


, 0 .Soient A.D.C des points non alignes de R 2 et soient P*(BC). <?€(C4), ft e( ^ 
dt „ p^,» tous différents de Afl.C. On suppose que les droites (P Q) el (4fi) ^ 

■*inl pas parallèles. 

«| Montrer qu'il existe une homothétie h de centre Q telle que h(C) = A et Mnf 

homothétie h' de centre P telle que li'(B) = 
b|Calculer hoh'(D). Montrer que le vecteur PQ n'est pas colinéaire 1 AB. E„ 
déduire que hoti est une homothétie dont le centre appartient à (AB) et (pQj 
d Montrer que les points PQ. R sont alignés si et seulement si R est le centre de 
l'homothétie h oh 1 . 

P£ üÿî ïïïï 

d] Montrer que les points P, Q . R sont alignés si et seulement si ^ = j 


11. Pour tout point P € R 2 , notons .s/> : R 2 —* R 2 la symétrie par rapport à P. 

q) Soient P et Q des points de R 2 Montrer que s Q o .<?/> est la translation de vecteur 
2 PQ. 

b) Soient /, J.K.L des points de R 2 . Montrer que s L o$ K osj os/ est une translation. 
Quel est le vecteur de cette translation ? 

d Soient I,J,h,L des points de R J , Montrer qu'il existe des points A,B,C,D de 

R 2 tels que / est le milieu de AB, J est le milieu de BC, K est le milieu de 
CD et L est Je milieu de AD si et seulement si on a U = LK. 


Quelque* réponses ou indications i 

U. (ABC) «« 2*-4ir-j + 8 = 0. 

r-yjtion ut i 

f t ^t le plan (ABC). Une équation de S est 3r r v _ 2z _ 3 s 0 
#***. (y- 2 +2,p.-x + y+ 2). 


d,lPt; 4) .= P par définition de k. U point h(B) appartient * (OB), le vccleur 
6 dOrt t—z.: ig AB appartient à la direction de S, donc € S 

iïÀ)MW = 

CrA — "*u/ • 

i /2 alors /» o A' est une homothétie. Si - -1/2, alors ho V est une translation 

dSi*^ ' ' - -- 


e jUne <^ alion ‘ 


coordonnées u. v , alors A/, a pour coordonnées Q,v. 
0. 


- kl Si •'/ * P° ur 

?bl d c (BC) est x 4-y- 


8 «Les 


ordonnées de F sont 


q(r - l) r(q - 1) 


PC _ u __ 

9 olOn a t57î *”1-0 

q Trouver d» équations des droites (AP). (BQ) et (Cfi). 

bi Raisonner par l'absurde en supposant que h ch' est une translation de vect eur*. Att este 
•Cteur u n'est pas nul car h o h’ / id* De plus, u est colinéaile à PQ et 1 B(h o A’(fll) = 
BA. « qui est impossible puisque les droite (PQ) et (AB) ne sont pas parante 

d) Le rapport de h est ÿ. celui de V est g et «lui de A oh' est le produit de «s deux 
nombres. 

11 o) On a jp(Af) = 2F - M pour tous points P et \( de R 1 
bile vecteur de la translation est 2 IJ +2KL. 

cl Si t u est la translation de vecteur u, alors u = 0 u et seulement s'il ex»* un point Si tH 
que MA!) * A/. 

12 ojChoisir un point A, € Çt\ et un point Aj € C??- 


Il Soient », et (A, des droites parallèles de R 3 et de direction D. Soit D une 
droite vectorielle supplémentatre de D. Notons s, la symétrie par rapport à «t 
parallèlement à O” et », la symétrie par rapport à », parallèlement à D 1 . 

■I Montrer qu'il existe un vecteur u € R 3 tel que (A/)) - Al = u quel que «*t 
M € R 1 

b| En MuiK ^ une translation. 

m «É4JM#rrttlK AFFWe Chah. ■ 


î 

! 

; 

i 

î 

1 

tXERCICES tV 


Scanned by CamScanner 


sigmakutub.blogspot.com 


Chapitre 9 

Arithmétique 


On rappelle que l'on note Z l'ensemble des entiers relatifs, N l'ensemble des entiers 
naturels et qu'un entier naturel différent de 0 s'appelle un entier positif. Dans ce 
àapitre, un entier relatif sera appelé plus simplement un entier. 


1, Divisibilité 

Définition 

Soient a et 6 des entiers. On dit que a divise b, ou que a est un diviseur de b, 
ou encore que b est un multiple de a s'il existe un entier q tel que b = aq. 

Exemples 

T°ut entier divise 0. Le seul multiple de 0 est 0. 

“ ^ 0üt entier est multiple de 1 et de — 1. 

*■ ^ n est un entier non nul, alors n et —n sont des multiples et des diviseurs de 

* Lentier 908 070605 040 302 010 est multiple de 9. 

* Si n et P sont des entiers positifs tels que p < n, alors p'.(n - pV- divise n!. 

J*""*- Soit b un entier non nul. Si a est un diviseur de b, olors il existe un unique 

nh "l“lqueb = aq . 

T ieM e ‘ 92 ^ T*? ‘t^“ n P™** 

dw donc a (9i —Qi) =0. Puisque b est non nul, a es m 

,1WS - nu. s es, non par suite on.„-« = »' 

*'*• Soit n Un entier positif. Si d est un diviseur de n, alors on a - 

9.1 _ DIVISIBILITÉ 189 
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Démon»fr<rtion. Soit d un diviseur de n. U existe donc un entier 
7 *,, Si d est positif, alors 9 aussi; il s'ensuit que Ientier n- d = </ , lue 

p^tif ou nul, par suite 0 « d < n. Si d est ^gatif. alors -</ est un 
de », donc on a 0 -d £ ou encore -n < d < ü. 


' diviseï 


?ur 


P°sitif 


On en déduit qu'un entier non nul n'a qu'un nombre fini de diviseurs. En partie 
les seuls diviseurs de 1 sont ! et -1. *** 


Lamme. Soient a, b, r des entiers. 

~ Si a divise b et si b divise c, alors n divise c. 

* Si n divise h et si b divise a, alors b = ta. 

- Si a divise b et r, alors a divise b + c. 

Démonstration. Si a divise b et si b divise c, il existe des entiers q } et ^ tels 
«9, = b et bq 2 = r. Il vient (aflijfl? « c, ou encore 0(91^2) = c, par suite a diviseT 
Si a divise b et si b divise a, il existe des entiers q v et q? tels que aq } =sb et ^ - Q 
Si a = 0 , alors 6 est multiple de 0 . donc & = 0 et l'on a bien le résultat. Supposons 
u ^ 0 . Il vient 09192 = ou encore o(l - 9192) = 0 . Il s'ensuit 1 - 9192 = 0 , c'est-à-dire 
9192 = 1 . En particulier 91 est un diviseur de 1, donc 91 = 1 ou 91 = - 1 . On a ainsi 
démontré que b = a ou b = —a. 

Si a divise b et c , il existe des entiers 91 et 92 tels que aq\ = b et 092 = c. IJ vient 
b + c = aqi + aqi = a(9t + 92)- L'entier b -f c est donc multiple de a. a 


Prgft9fition. Soit b un entier positif. Si a est un entier, alors il existe des entiers q 
et r uniques tels que a = bq + r et 0 ^ r < b. 

Démonstration. Démontrons l'existence de ces entiers. Si a = 0, il suffit de 
prendre 9 = 0 et r = 0 . Si a / 0 , traitons le cas a > 0 et déduisons le cas a < 0 . 
Supposas a> 0 . Alors il existe un entier naturel n tel que Im^a, par exemple n-0. 
D autre part, si n est un entier naturel, on a n^bri, puisque b est positif. Il s'ensuit que 
tout entier naturel n tel que bu a est plus petit ou égal à a. Il n'y a ainsi qu'un nombre 
fini d entiers naturels n tels que bn^a. Notons 9 le plus grand d'entre eux. Il vient bq£ 
a<b(q+l), c'est-à-dire b<i^a<bq+b. Posons alors r—a-bq. On a a=bq+r et 0 £r<b. 
Supposons a < 0. D'après ce qui précède, il existe des entiers 9' et r' tels que 
. + r ' et 0 < ^ < à. Si r' = 0 , les entiers q = -9' et r = 0 conviennent et si 
r */ 0, il suffit de prendre 9 = -(q' + 1) et r = 6 - r'. 


Démontrons l'unicité de 
de la 


ces entiers. Soient 91 et rj des entiers vérifiant les conditions 


que ï cl ra ' °" a **■ +ri+rj ' ** -«>-*-? 

ajoutant^?* , U J n < b ‘ d ° nC ~ b < -r ‘ « °- M"» ° n a a “ ssi 0 < rj < & 

>n «alités, il vient -f> < r, - r, < 6, c'est-à-dire -b < b(qi - (fi) < i0t 
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h est postât, donc on a -1 < Çl _ ^ . 

iri« r _ r, - n = 6(9, - 92), on en déduit r, T?" Vl ~ » * 0. ou 


puisque r, 


reste 


^1^" position ci-dessus, l'entier 9 s'a PP e!l e le 
^ " Jjvis ion euclidienne de a par b. ' *• '«««r r le 

, nt „ un entier et b un entier positif. D'après l'unicité énoncée H„n , 

S 0 1 !*-,.,, b divise a si et seulement si le reste de la division Jj? ' pr0f, '*“ Km 
a ' d fnul D 8 "» ce cas, le quotient de la division euclidienne de a*""!* “ p “ 
^'.Ïpiement le quotient de o par à. “«me de a pu b , lppelle 

Mtnpb* 

m On a 45 = 19 x 2 + 7 donc 2 est le quotient et 7 le reste de la division eudidienr* 
de 45 par 19 . 

. On a -45 = -19 x 3 + 12 donc -3 est le quotient et 12 le reste de la division 
euclidienne de -45 par 19 . 


A p plication. Soit x un nombre rationnel. Alors il existe un unique entier q tel que 
q ^ x < 9 4 - 1 ■ Écrivons en effet x = a/b, où a est un entier et b un entier positif. Si 
q est le quotient de la division euclidienne de a par b, alors le reste est a - bq, donc 
on a Q ^ a — bq < b. Puisque 6 > 0 , l'entier q vérifie les égalités demandées, ce qui 
démontre l'existence. D'autre part, si 9, et 92 sont des entiers tels que 9, <*x< 9,4-1 
et92^x<92 + l/ U vient 91 < 92 + 1 et 92 < 91 + 1, d'où -1 < 91 - « < 1 et par 
suite 91 — 92, ce qui démontre l'unicité. 


2. Plus grand commun diviseur 

Si a et 6 sont des entiers, 1 est un diviseur de a et 6. D autre part un entiw non 
nul n'a qu'un nombre fini de diviseurs. Ces deux propriétés permettent d'introduire 
la définition suivante. 

I Définition 

Soient a et b des entiers non tous deux nuis. Le plus grand 

- .. ... _ J- „ o» h * se note pgcd(û,0J. 


I et b 


"" v» wi, u UC3 CIIUCIO IIV«i wwv -- 

s'appelle le plus grand commun diviseur de a et b et 


Emploi 

^ Si a est un entier positif, on a pgcd( a » 0) = a ' 
~ Poür tout a G N, on a pgcd(a, 1 ) = 1 - 


9.3 PLI* 


crako^n»^ 
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. Si „ c. un entier et 6 est un diviseur positi i de «. alors PgcdM, = ». 

► On a PBedC* 112 > = *' 

Proportion. Soient a et b des entiers positifs. St r est le reste de la division euclidi, nilt 
de a pur b. alors wcil(u.b) = PS«KM- 

Démonstration. Notons q le quotient de la division euclidienne de a par b. (j 
vient h = + r. Si d est un diviseur de u et b, alors d divise a et inj, donc a 

C'est J-dite d divise r. Réciproquement, si 6 est un diviseur de fc et r, alors S divise r 
,,, donc ,. r , c'est-i-dire .5 divise u. On a ainsi démontré que les diviseurs de a et 
b sont exactement les diviseurs de b et r. En particulier, on a pgod(a,6)=pgcd(6,r). a 

La proposition ci-dessus permet de présenter un algorithme de calcul du plus grand 
commun diviseur. 

L’algorithme d'Euclide 

Soient a et h des entiers positifs tels que a ^ b. Notons n le reste de la division 
euclidienne de a par b. On vient de démontrer que l'on a pgcd(fl,6) = pgcd(kr,). 
Si n est nul, alors pgcd{<i,A) = pgcd(6,G) = b . 

Si r, n'est pas nul, posons r„ = 6 et notons r 2 le reste de la division euclidienne 
de r« par r : . D'après la proposition précédente, on a pgcd(ro, r*i) = pgcd(ri,r 2 ). 

Si rj est nul, alors on a pgcd(u,b) = pgcd(ro,n) — pgcd(ri,0) = ri. 

Si rj n'est pas nul, définissons de proche en proche les entiers r n de la manière 
suivante : si n ^ 3 et si r n _j > 0, alors r„ est le reste de la division euclidienne de 
r fl j par r„ . t . Puisqu'on a 

0 ^ r„ < r„_i < • • ■ < r 2 < n < r 0 , 

il existe un entier N ^ 2 tel que r/v > 0 et tel que le reste de la division euclidienne 
de f'jv-i par r, v est nul. D'après la proposition précédente, on a alors 

pgcd(o,6) = pgcd(r,i,rj) - pgcd(r,,r 2 ) = = pgcd(ov-i,r/v) = pgcd(r*,0) = 

Exemple. Pratiquons l'algorithme d'Euclide pour calculer le plus grand commun 
diviseur de 585 et 247. 11 vient successivement 

585 = 247 x 2 + 91 
247 = 91 x 2 + G5 
91 = 65 x l + 26 
Ü5 = 26 x 2 +13 
26= 13x2 + 0 
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„d commun diviseur de 585 et 217 es, ainsi égal 4 13 . 


f onor calcul* 1, 1» I*» *** “ dM ***»W« h. dm** ^ ^ 
~ sous le* c"'™ 1 : k P 1 "’ 0fOnd COmmw ’ diyis#w 


I 0 ***]^ b do «>Ü« 5 non wo d«i, nu k On dil qo . « b w. 

Si a et b sont des entiers non nuis , alors les quotients de a et b par pgul(a.fe) 
Rentiers premiers entre en, 

strafion. Posoas d = pgcd(a,b) et d* = pgcd{a\ 6 '), où a' et bf sont la 
D erTl ° nectifs de a et 5 par d. On a a = da' et cf divise af, donc d*f divise u. De 
qü0tiCn ^ divise b. Ainsi dd! est un diviseur commun de a et 6 donc dtf<d, ou encore 
-*y >0 oc on a d > 0, par suite 1-00. Puisque tf >0, on en déduit <f = l. ■ 


3. Le théorème de Béxout 

de pgcd(a.b), alors il existe x.y£Z tels que c tu a-a» y 

i calculer explicitement tous ces entiers z et v- 

Thàorém, de ftéiout - Si u - * - - -* *" * ^ ^ 

a et v tels que pgcd(a,b) = au + 5t'. 

tons r, le reste de la division 

Démonstration, Supposons par exemple a 2 b a t- o x0 + 5<l* 
j euclidienne de a par b. Si ri = 0, alors pgcd(o, ~ euclidienne de 

| Supposons r, ^ 0, posoas r 0 = b, notons çi le quotierit e flvifntflSS ^ + n«| 

! a par b et r 2 le reste de la division euclidienne de rop ^ donc ^ {a> b) 

\ ta . n — x 1 + é x (-fi). Si r 2 = 0, alors on a 

\ est bien de la forme voulue. qu e pour chaque reste 

■ Apposons désormais r 2 # 0 et démontrons pu >*•“ ^ tn hcrs 
| r obtenu au cours de l'algorithme d'Euclide, i tout entier " 1 

! [ ~ 01 + ht- Notons r„ le dernier reste non n eudidier»* * 

^ n ^ N> notons q u le quotient et r n I e 

! PE B^-ZOtT I» 

» f J. le THEORtltt -1 
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On a r„- r„-H„ + r„, d'où r„ = r„-j - r„-iq„. Supposons pat 
qu'il existe des entiers x.ÿ.z.t tels que r n ! = ax + by et r„_, = oa + |*. (1 

r n = ax + by - (az + ht)q n = a{x - q n z) + b(y - q n t ) t 

donc r n est bien de la forme voulue. En particulier, le reste r N = pgcd(a, 6 ) est a* 
la forme au + bv, où u et y sont des entiers. ^ 

Revenons à notre équation ax + by - c, où a et b sont des entiers positifs. 
Supposons que c est multiple de pgcri(a,b), c'est-à-dire r = Arpgcd(a.b) où Jt ç ^ 
D'après le théorème de Bézout, il existe des entiers u et v tels que au+ 60 = ^^^ * 

En multipliant par k, on en déduit ofAruJ + b(kv) = c, donc l'équation ax + 6 y 1 
a des solutions entières. ~ c 

Calcul pratiqua 

Pour trouver une relation de Bézout entre a et b, c'est-à-dire pour trouver des entiers 
« et v tels que pged(a, 6 ) = au + bv, il faut tout d'abord pratiquer l'algorithme d'E^ 
clide. Voici comment utiliser le calcul matriciel pour trouver ensuite une relation de 
Bézout. Pour décrire cette méthode, reprenons l'exemple donné dans le paragraphe 
précédent. Le plus grand commun diviseur de 585 et 247 est égal à 13 et les 
divisions euclidiennes successives sont les suivantes : 


vons en écrivant la troisième division euclidien 

^ [inei-ir 


Plafonne 




1» 1 

ÊjifiR' ° n a 


1 

-2 


IIS]-R] « U -ll[ 


.[26 

65 


d 'où le* *g a!ltéS 
1 0 
-2 1 


r i o 

1 l 2 ^] 

_ [26 

1-2 1 

J l 65 J 

’ [13 


3 —7 

-2 


ï][ï]-[S)«U; 1 p-[ 5 j. 

, particulier, on en déduit la relation de Béaout -8 x 585 +19 x W = u, 

t théorème de Bézout est très important. Les résulta» qui suivent s'en déduisent 
sont très utilisés. 

h fQfèma - Si a et b sont des entiers positifs, alors a et b sont premiers entre eux u 

e'fl e-riefe Ap cl entier* u et i> t*U nup j. K.. — i 


585 = 247 x 2 + 91 
247 = 91 x 2 + 65 
91 = 65 x 1 + 26 
65 = 26 x 2 + 13. 

On a donc 91 « 585 - 247 x 2, égalité que l'on traduit matriciellement par 

Il 11 BS]-(si- 

De même, on a 65 = 247 - 91 x 2 et l'égalité matricielle 


On en déduit 


UîlH-R]- 

--n; Dis]- ri- 

fs deux matrices écrites à 
nultiplie à gauche par une i 

U11 [S]-R]- 


g ■ ,u JL J L uo J 

ns *** à gauche <v ° ir au chapitre 4 - 

npiie à gauche par une matrice élémentaire), U vient 


' H ARJ THMÊT1QLE Chap. e 



Démonstration. Si a et b sont premiers entre eux, le théorème de Bézout affirme 
l'existence de u et v. Réciproquement, s'il existe des entiers u et r tris que 
au + bv = 1 et si S est un diviseur de a et b, alors 6 divise ou et h donc 6 divise 
ou + btr, par suite <5 — ±1. En particulier, on a pged(a.b} « l. ■ 


Proposition. Soient a et b des entiers positifs. 

Tout diviseur de a et b divise pgcd(a, b). 

► Pour tout entier positif n, on a pgcd(na,n6) = npgcd(a. 6). 


•«monstration. Posons d — pgcd(a, 6). 

Soh <5 un diviseur de a et b. Puisque 6 divise a et 6, S divise au et 6r pour 
tous u, u ç £ donc <5 divise au 4- bv pour tous u, v € 7>. En parùculiet on en dédui 
d après le théorème de Bézout que S divise d. 

Puisque d divise a et 6, r, d divise no e. ni,. D'api* <* V*** ***" 

Mais divise nd, par suite n divise pïcdl™-"*)- Noton ‘ * : l ** 
que pgcd(no, nb) = nfc. Puisque ni divise » et a* - " " ^Tt 


nul ju - ? Ue P8 cd (™*i nb) = nk. Puisque r.»- 

que divise a et b. D'après ce qui précède, on en 
p .^ C ^ na ' n b) divise nd. On a ainsi démontré que 


C IW ci " t-^ 

déduit que* divise d. 11 S a** 
nd divise pgcd(na.ub) et que 


pgcd( ' nQl divise nd. On a ainsi démontré que na ngcdiM. nb) > 0, 

Z^' nb) divise donc pgcd(na.ni) = imt. Or nd>0 ri 

Ulte Pgcd( no ,n6) = «d. 
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et c des entiers positifs. Si a divise bc et .. 

" *i u et 

r r. 


ThisatefJiiiaw*- Sounl 6 

I, *,„( premiers entre eux. nl,m a imut 

Démonstration. D'après la proposition précédente, on a P»d(««c,6c)-c W »| (M . 
Orn rl b son< premiers entre eux, par suite on a pged(a,fc)- I, d'où pprd(vr,bc)^ c 
Puisque a divise ur et « divise lu- par hypothèse, on en déduit également dap,*, 
la proposition précédente que « divise pRi «l(«e,t»*), c'est-à-dire que a divise r. , 

Application. St x est un nombre rationnel positif, alors il existe un unique couple 
d'entiers positifs et premiers entre eux tel que x « a/b. En effet, soient y ft 
* des entiers positifs tels que x = y/z. Prenons pour a et b les quotients respectif, 
de u et 2 par pfçcdfy.i). On a x = a/b et d'après le lemme page 193, a et b ^ 
premiers entre eux. De plus, si r et </ sont des entiers positifs et premiers entre eux 
tels que c/d - a/K on a ad = fer. Ainsi a divise bc. Or a et b sont premiers entre 
eux donc u divise c. d'après le théorème de Gauss. Par le même raisonnement, on 
en déduit que c divise «. Il s'ensuit r = ±a, donc r = a, puisque a et c sont positif. 
Enfin, puisque r » a, ad = bc et a / U, on a d = 6. 

Résolution de l’équation ax -f by = c. Si a et 6 sont des entiers pontife 
et si c est un entier, nous savons que l'équation ax + hy — c possède des solutions 
entières si et seulement si pgcd(o.6) divise c. Nous allons voir dans l'exercice 
suivant comment le théorème de Gauss permet de trouver toutes les solutions d'une 
telle équation, lorsqu'on en connaît une solution particulière. 

Exercice 

o) Existe-t-il des entiers x et y tels que 161x -f 368y = 15? Si oui, trouver tous les 
entiers x et y tels que 161x + 368y « 15. 

b| Existe-t-il des entiers x et y tels que 161x + 3C8» = 115 ? Si oui, trouver tous les 
entiers x et y tels que IGli* + 368y = 115. 

Réponse. Calculons le plus grand commun diviseur de 161 et 368. Pratiquons pour 
cela l'algorithme d'Euclide. U vient 

368 • 161 x 2 + 46 
161 = 46 x 3 + 23 
46 = 23 x 2 + 0 

- zæzzzzzi ibi *• 368 ** ^ * 23 - 23 - 

pour tn,i* * » ^ 368 ' F édBto ***' w a 161 « 23 x 7 et 368 = 23 x 16. fl s'ensuit qu* 
o| PuImhi Ir * 6l - r+3ft8 V“23(7r+ ISy). donc 161 x+-3C8ji est multiple de 23- 
leuTatai"^/" m “" iple d * P“ ‘‘'«"tiers r «* v que 


„ prM le théorème de Bfcout, .1 ex.ste M 

h» - 23 x 5 - d “ mbe "* * » **-*»**, 
/S 5 u* V~ 5v *** * "*■ - 

Recherche d'une solution particulière On * * _ 

^trididlement par 

I- ~î] [”)-[,:) 

et 23 = 161 - 46 >< *' <1“* " matrideBemen) p„ 

U Ï]f».]-[S1 


ll4 * P* r exemple 

' 16l,<3 '^»b»deH 


|] vient alors 


*23. En 


»]”[-*•][» ï][iï)-[j ~î][*,j 

En particulier, on en déduit U relation de Bézoul 161*7-k$ x3i 
multipliant cette égalité par 5, il vient 161 x 35 - 368 x 15 = us. 

Recherche de toutes Us solutions Soient xet y d* entière Ida que I filmas*-.™ 
D'après ce qui précède, on a 16Lr + 368y - 161 x 35 - 368 x 15. égalité ^ réécrit 
368(y+ 15) * 161(35-r), ou encore 23 x 16(y + 15) = 23 x 7f35 - z) a v'«*aü 
que l'on a 16(y + 15) — 7(35 — x ). 

En particulier, 16 divise 7(35 - x). Les en bers 7 et 1 fi sont premier* entre eux 
donc 16 divise 35 - x, d'après le théorème de Gau«. Il existe ainsi k ç Z le! que 
x - 35 = 16* et si l'on reporte cette égalité dans IG/y +15) » 7(35 - ri, d vient 
y + 15 = —7k. Finalement on a X = 35 4- IG* et y = -15-7*. Rédproquemrnt, on 
a 161(35 + 16*) - 368( 15 + 7*) * 115 pour tout A e Z. 

Les entiers x et y tels que I6lx + 368y = 115 sont donc exactement le «ntrén de 
la forme x = 35 + 16* et y = -15 - 7*, où * e Z. 

Dans l'exercice précédent, on a ainsi trouvé explicitement toutes les solutions, entières 
de l'équation 161 t + 368y = 115. 

Voici un autre exercice utilisant le théorème de Gauss. 

Soient a. b et n des entiers positifs. Montrer que n et oi sont premiers 
«ntie eu* Si et seulement si n et a sont premiers entre eux ainsi que n et b. 

Ripons*. Supposons que n et oA sonl premiers entre 

° divise n et a b. donc divise le p*cd de n et rè Pvuq>* pgc | “' lo tl ~ ' ^ 

que n et u sont premiers entre eux. [> même, les entiers n et 
c, . • n rèf A Soit d u* 1 «Hier 

P posons que n et a sont premiers entre eux ainM qt* _ ne \a.âocc 

P0wtif < l ui divise n et ab. Tout diviseur positif commun * ° f ^ en entre 

à 1 puisque n et a sont première entre eux- Ams J divi* 

rU< - ^‘sqne d divise «b, Ur théorème de Ceu*^«us 
” e * » <H par suite d = 1. Cela montre q« « - «» - 


*Hri HMtrrtti s , 
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plut petit commun multiple 

ProDOiition. Surent a et b des entiers positifs. Notons m le quotient de ai 
p^Ha.i). Lentier m est multiple Je a et b et m dwise tout multiple de a et b. 


per 


Démonstration. Posons d = l>gccJ(a,6) et notons a' et b 1 les entiers positifs *| s 
a = fa’ et b = dl/. Par définition de l'entier m. on a rnd = nb, donc m = a 'b = 
Ainsi m est multiple de a et 6. Soit n un multiple de a et b. Notons respectivement 
k et ( les quotients de n par a et b. Il vient ka = n - (b, donc ka'd = Md. soit 
4 (fc a ' _ M) = 0. Puisque d ^ 0, il s'ensuit ka' = ttf. En particulier, a! divise ty. 
Mais d'après le lemme page 193, a! et b' sont premiers entre eux donc a' divise ( t 
d'après le théorème de Gauss. Par suite a'b divise tb, c'est-à-dire m divise n. a 


I Définition 

Soient a et 6 des entiers positifs. L'entier rn défini dans la proposition ci-dessus 
s'appelle le plus petit commun multiple de n et 6 et se note ppcm(a,b). 

Si les entiers a et b sont premiers entre eux, alors on a pgcd(a,6) = 1 et donc, par 
définition du plus petit commun multiple, il vient ppcm(o, b) - ab. 


4. Les nombres premiers 

I Définition 

Un nombre premier est un entier p supérieur ou égal à 2 dont les seuls diviseurs 
positifs sont 1 et p. 

Exempta 

- Les cinq premiers nombres premiers sont 2, 3, 5, 7 et 11. 

•- L'entier 9123 n'est pas premier : il est divisible par 3. 

•» L'entier 2 13 - 1 est premier (ce résultat fait l'objet d'un exercice en fin de chapitre) 

Lemme. Soient n un entier positif et p un nombre premier. Alors ou bien p divise n, 
ou bien n et p sont premiers entre eux. 

Démonstration. Notons d le plus grand commun diviseur de p e t n ‘ ^ 
particulier d est un diviseur positif de p, par suite d = 1 ou d = p, d'où le résultat 

I Définition ^ 

Soit u un entier supérieur ou égal à 2. Un nombre premier qui divise n s apf* 
un facteur premier de n. 
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.■Ifa*» 1 *- S«t n un «Mier ou toi. 2 . 

k ? 2, P« «“"P le * =** P * plus petit di^“ J** * * 

* 1*2 un diviseur de p et s. k ï 2. alors * divise n « p,, 

5i * „ Tout diviseur de p supéneur ou égal à 2 est donc L à D n * P ' 

J T- nombre premier. Or p divise n, par suite p est un facteur pre^t 

position. H ***** une in fi nili dt nombres premiers. 

Démonstration. Il existe au moins deux nombres premiers, par exemple 2 et 3. R* 
par l'absurde et supposons qu'il n'y a qu'un nombre fini de nombres premiers, 
pi tPi ,... ,Pn • Considérons l'entier * = I +p lft . . où m .. Pn * ^ 
n ° puisque N 5*2, il existe un facteur premier p de JV. Ce nombre premier p est égal 
f hin des Pi, suite p divise le produit Pl p 2 ■ ■ • p n , donc p divise l=A 5 '-p 1 p 3 - -p*. 
Mais cela est impossible, car les seuls diviseurs de 1 sont 1 et -1 et l'on a 2. B 

Proposition. Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Si n n'est pas premier , dors d 
existe un facteur premier p de n tel que p^i/ri. 

Démonstration. Puisque n n'est pas premier, il existe un diviseur k de u tel que 
1 < * < n. Soit q le quotient de n par k. Puisque n = *(. l'un des deux entien 

* ou q est plus petit ou égal à A D'aune part on a 1 < K «. 

!<,<„. U suffi, alors de prendre pour p un facteur premier de «ha des enben 

k ou q qui est plus petit ou égal à A 

. Ue fini# 1 de savoir si n est 

Application. Si n est un entier tel que n < 49 ' . flu 5 j tester. Si n est 

premier ou pas, puisque seules les divisions par / _ j]emen{ y n n’est pas 
un entier tel que 48 < n < 121 , alors n est premier si ^ ^ ^ ^ 
divisible par 2 , 3 , 5 ou 7 , ce qui n'est pas très i a ^ l21 . œ les 

°n en déduit ainsi la liste des nombres premia* ^ ^ 61 07 , 71, 

entiers 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 

73 ' 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113- 

p ^ pnm " s '* 

d'Euclide. Soient a et b des " lirs <** F 
divise ab, alors p divise a ou p divise b. ^ p^nuer letrane de 

•^monstration. Supposons que p n* divUe P <*«* M . 

e paragraphe, p et a sont premiers entre eux 


^rèm. 


le de Gauss. 


, cq sombré Kl 


-RtVllE 115 
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n un entier supérieur ou égal à 2. Les facteur» premier* ^ 
premiers p tels que p ^ r*. En effet, puisque ri! = 2 x ... , 
tel que Jt < n divise n!. En particulier, tout nombre £ 
Ttèl'qüëp< n divise n!. Réciproquement, si p est un facteur premier du prod * 
2 * ... * n, alors d'après le lemme d'Euclide, // divise l'un des termes du piX)duit 
U existe donc un entier k vérifiant 2 ^ À’ < n tel que p divise k . [J s'ensuit p ^ „ : 

Proposition» Soit p un nombre premier. Si k est un entier tel que 0 < k < p ^ 
/i divise le coefficient binomial C 

Démonstration. Soit k un entier tel que 0 < k < p. Nous avons vu au chapitre 2 
paragraphe 4 que l'on a p! = *!(p - Puisque p divise p\, l'entier p divise l'un 

des entiers kl (p - Jt)! ou C*, d'après le lemme d'Euclide. D'autre part, on a k < p 
et p - k < p par suite p ne divise ni *!, ni (p- *)!. On en déduit que p divise C*. ■ 

Théorème. Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Alors il existe un unique entier 
positif r et des nombres premiers p l( — p r uniques tels que p\ < • ■ • ^ p r et n = p l ..p r 

Démonstration. Démontrons l'existence d'une telle factorisation par récurrence. 
Si n = 2, alors n est un nombre premier. Si n ^ 3, on sait que n a au moins un 
facteur premier. Notons p x le plus petit facteur premier de n. Si n est un nombre 
premier, alors n = pi. Si n n'est pas un nombre premier, notons q le quotient de n 
par Pl . ïl vient 2 ^ q < ri. On applique alors l'hypothèse de récurrence à q. 
Démontrons l'unicité également par récurrence. On suppose que n se factorise sous 
la forme n = p x - ■ p r , où les p, sont des nombres premiers tels que pi ^ ^ p r 

et se factorise aussi sous la forme n = q x - ■ -q 9r où les q } sont des nombres premiers 
tels que 9i < • • ‘ Si pi < çi, alors on a 1 < pj < q 3 pour tout j ; par suite pi 
ne divise aucun des nombres premiers q 3 , donc ne divise pas le produit q x • • ■ q a , 
d'après le lemme d'Euclide. Or cela est impossible, d'où l'on a Pl ^ q\. De même 
on démontre que q\ > pi. Il s'ensuit p\ — q\. Si n — pi, alors s = 1 et 9 i = Pi• Si 
ri > pi, on applique l'hypothèse de récurrence au quotient de n par pi. ■ 

Soit « un entier positif. Pour tout nombre premier p, le plus grand entier naturel 
n tel que p” divise a s'appelle l'exposant de p dans a. Par exemple, l'exposant de 
2 dans 2 5 x 7 4 est 5 et l'exposant de 3 est 0. 

Application. Soit n un entier supérieur ou égal à 2 sans facteur carré. Autrement 
dit, il n'existe pas d'entier supérieur ou égal à 2 dont le carré divise n. Alors le 
nombre réel y/n est irrationnel, c'est-à-dire n'appartient pas à Q. Pour le démontrer 
raisonnons par l'absurde : supposons qu'il existe des entiers positifs a et b tels que 
' /w = a/b - Élevons carré : il vient = «6?, Si p est un facteur premier de r», alors 


Application* Soit 
»! sont les nombres 
oositif k 
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y 5 3 x 7 2 divise-t-il 2 4 x 3 x 5 2 x 7*? 


01 diviseurs positifs de 2« x 3 x 5* * 7» ? ^ 

jiviseurs- 

,*,«*1*. le Pl« 8 rand COmmun ****x7*«* x , xPl| - 

*** de nombres preimers. 7 * 

factoriser le plus petit commun multiple de 2* * S» x ,.• « * xlx 
produit de nombres premiers. 

Répond 

a ) Si n est un multiple de 2* x 5 3 x T 2 , alors 5 1 divise n. D'autre paît, 5 ne dm* p* 
2 < x 3 x 7*' d'après le lemme d'Euclide, par «nie 5 1 ne divise pas 2 * * 1 *^x 7 * 
L'entier 2 * x 3 x 5 3 x T 5 n'est donc pas multiple de 2* x 5* x V. 

b) Toujours en utilisant le lemme d'Eudide, on en déduit que l'exposant de 2 dan» 
un diviseur de 2 4 x 3 x 5 1 x 7 J est plus petit ou égal à 4. Le même rjfeomeovnt 
s’applique pour les autres facteurs premiers de 7* x 3 x 5* * f. Par conséquent, 
les diviseurs positifs de 2* x 3 x 5 2 x 7* sont exactement les entiers qui s’écn\*nt 
2° x 3 6 x î» c x T 1 , où a, b. c, d sont des entiers naturels tels que a £ 4. Kl, 

et d C 5- U Y a ainsi cinq valeurs possibles pour a. deux pour b. tiw pair c et 
six pour d. L'entier 2* x 3 x 5 1 x ? a dont 5 x 1 x 3 x 6 - la# dnwon pmmfi 
e] Pour les mêmes raisons que précédemment, rexposwt d, 3 du» an d"'»™ «•- 
mun à 2 1 x 5* x T 1 et 2* x 3 x 5 1 x 7* est plus petit ou égal i i et ? dm* duo* 
de ces entiers. En raisonnant de même pour les sut» («tron pmmm «xnmum 
on en déduit pgcd(ÿ x ÿ x 7*.2* x3*5’x *)-* **'* 
d) Puisque pgcd(n, b) ppcni(a. b) - ab, ü vien1 PP 0 ™' 2 * 

2 4 x 3 x 5* x 7*. 


r I* nombre de c 


! dtïtt u «• K 


n don* fJ •» b 


Îsi a et b sont des entiers positifs, alors pour tout nombre P™* ^ 

- w l’exposant de p dans pgcd(a. b) es! ^ P®** ^ 

l'exposant de p dans ppem(<i* b) es! le pk* 5 

Mais attention, on ne sait en général pas factoriser un 
^nibres premiers. Pour calculer le plus grand 05 a'Euclide. 
U méthode sûre est la pratique de Talgon 


U «■** 
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5. Congruences 

Dans ce paragraphe, r. est un entier supérieur ou égal à 2. 

I Définition 

Soient a et 6 des entiers. On dit que a est congru à b modulo n si a - 
multiple de ». Cette propriété se note a = fr[n]. 

Exemptas 

► Pour tout entier a, on a a a a [n]. 

► On a 2 7 h 2[7|. 

- Pour tout i 6 Z, on a 7 x 2 + 123x = 15x* + x 2 [3]. 

Regroupons dans un lemme les règles de calcul sur les congruences. 

Lamina. Soient a. 6, c, d des entiers. 

► Si a = 6[n], alors b s a (n). 

- Si a = 6 [n] et b = r[n], alors a = c[n). 

► Si o s b (n) et r = d [ri), alors a + c = 6 + d [n] et ac. = bd [n). 

Démonstration. Si n divise a - 6, alors n divise b-a, d'où la première propriété. 
Si n divise a - b et b - c, alors rt divise (a - 6) + (6 - c) = a - c, ce qui démontre 
la deuxième propriété. 

Si n divise a - b et c-d, alors n divise (a-6) + (c-d) = (a + c) - (6 + d) et n 

divise d(o - b) + a(c - d) = ac - bd. La troisième propriété est ainsi démontrée. ■ 


Application : divisibilité par 2, 3, 5, 9 ou 11. 

~ Pui *l ue 10 = 0[2], tout entier positif est congru modulo 2 à son chiffre des unitt 
il s'ensuit qu'un entier positif est divisible par 2 si et seulement si son chiffre d 
unités est multiple de 2, c'est-à-dire est égal à 0, 2, 4, 6 ou 8. 

- Puisque 10 s 0(5], le même raisonnement s'applique en remplaçant 2 par 5. C 
en déduit qu'un entier positif est divisible par 5 si et seulement si son chiffre d 
unités est égal à 0 ou 5. 

~ î! ui f que 10 ~ l l 9 l' tout enHer Positif est congru modulo 9 à la somme de ses chiffre 
Usensmt qu'un entier positif est divisible par 9 si et seulement si la somme « 
P ' m de 9. On a le même résultat en remplaçant 9 par 3. 

de seTdhîff " 1 1 ^ IOUl Cntier P 051 ^ t* 1 ^gru modulo 11 à la somme alterrw 

qu'un enii ÏT + ’t ° k ' 00 étant le chifïre des unités de n. Il s'enst 

«* chiffe JTLÆÎÏ* Par H S ‘ et 5culement sl la somme al,ernéc ‘ 


** arithmétique 


Ciup 9 


Si a est un entier, alors le reste * k . 
Ÿto ul <l'‘' a = x W rt Ni<n. 


r*** 


itr otioH. Notons q le quotient « r le ** de h ^ 


Vi^n^rCn et a=nq+r. L'entier a-r est mu lSp7 ed 7‘T"'' uclidiffl "ede< 1 p i r 

,.<** entier te. queaHx|n] « 0^<n. ? 


qu? 1 

P 01 


un - ~ 1 J ” ~ ^^ ”* Puisque a - r U Su PP°«>*to 

multiple de n. Puisque -n<x-r<„, ,| s'ensuit i-rio^T^ *" 

' 1 «‘‘à-dire x= r s 


bt#n1f ^t*un entier, alors ou bien a = 0 [2] et I' 
^ D fl=; j| 2 | et l'on dit que a est un entier ri 


üLju'on divise un entier impair par 4, le teste est 1 ou 3 . a _ 
w ^ ofS< îü n donc a = 1 [4 ou a 3 3 [41. 


on dit 
impair. 


qUe a ^ un entier pair, c 


impair. 


on a donc « 


3[4|. 


1 un entier 


Cltul d'une puiswnce modulo un entier 

a 0 est un entier, calculer a modulo n signifie calculer le reste de la division 
euclidienne de a par n. De plus, si l'on a trouvé un entier s tel que 0 = , |„] « 


0 « z < 


alors on sait que x est le reste de la division euclidienne de 


a par n. 


pigeons la méthode à utiliser à l'aide d'un exemple. Calculons 2 18 modulo 37. 

Ce qu'il ne faut pas faire, c'est calculer l'entier 2 18 puis faire la division euclidienne 
de cet entier par 37. 

Ce qu'il faut faire, c'est utiliser la compatibilité des congruences avec la multiplica¬ 
tion. Pour cela, cherchons la puissance de 2 la plus proche de 37. On a 2* = 32 et 
2* = 64 donc la puissance de 2 la plus proche de 37 est 2 1 . Puisque 32 = 37 - $, il 
vient 2 5 = -5 [37]. En élevant au carré, on en déduit (2 5 ) 1 = (-5) a [37], c'est-à-dire 
2 10 = 25 ]37]. Mais on a 25 - 37 - 12, donc 2 10 a -12 [37]. En revenant à b définition 
d’une congruence, 37 divise ainsi 2 10 + 12 = 2(2® + 6). Puisque 37 est un nombre 
premier, 37 divise 2 9 + 6 d'après le lemme d'Eudide. ü s'ensuit 2 9 = -6137]. En 
élevant de nouveau au carré, il vient 2 18 = 36 [37], ou encore 2 = 

Nous venons de démontrer que 36 est le reste de la division euclidienne de 1 p 

Void des exercices où l'on utilise les congruences pour résoaâK un problème 

d arithmétique. 

bwrtlt, |. Soient x et y des entiers. On suppose que 3i + 4» mulSpU * 
11 - Montrer que 4 jf — 9 y est multiple de il* 

déduit 


■topons*, par hypothèse, 
l 5 *s- 35 y[uj .Or on a 15x = 4j+..-* - . , 

~35y = 9y[H]. Par suite U vient 4x = 9»[lll* Uenticr 




11x,do^‘l!Ù£4i!)ll'' 


est donc multiple de LL 


OONGKt’^ES : 


V, 
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. S,. , SI . et b son! des entiers, quel est le reste de U division de a î + J] 

txercK* XJri nombre premier différent de 2 et s'il existe det 

* e. —te * - 

rszxz" 

• ‘ ! , 0 , 4 | „ j*. 9. donc :<‘ * I Hl II s'ensuit que pour tout z € Z, r 1 «t congru 

fToJ 1 module 4. Pour tous u.t-eZ. u'+t 1 est donc congru tO.louî modulo^ 
Un muntee premier d.Wmnt de 1 est tmpuir, par conséquent n'est pas congru à 0 ou 
„ modulo I. S'il s'écrit p = a 1 + S', on a donc p s 1 [4|, d où p - 1 est multiple de t 


Exertico 3. Montrer que pour tout entier a- non divisible par 3, r’ est congru à 1 
OU à -1 modulo <J. En déduite qu'il n'existe pas d'entiers a.b.r, tous non divisible, 
par 3 tels que a 3 + ir 1 = t J . 

Répons*. Soi* x un entier non divisible par 3. Puisque 3 es* premier, les entiers x et 3 
sontpmmiers entre eux, donc r et 9 aussi. Si r est le reste de la division euclidienne de 
X par 9, on a pRrtl(x.9) = pgcd(9.r), par suite r et 9 sont premiers entre eux, donc r «t 
différent de 0, 3et 6. Ainsi r est congru à I. 2, 4, 5, 7 ou 8 modulo 9 ou encore à ±1, ±2 
ou i-1 modulo Ü, donc x* est congru à ±1, ±2^ ou ±4 J modulo 9. Mais 2 1 est congru 
à -I modulo 9 et 4 3 est congru à 1 modulo 9, par suite x 3 est congru à ± 1 modulo 9. 
Soient a,b.r des entiers tous non divisibles par 3. D'après ce qui précède, û 3 + ft 3 est 
congru à ü, 2 ou -2 modulo 9 et c 3 à 1 ou -1. Il s'ensuit que a 3 +A 3 n'est pas 
congru à c 3 modulo 9, donc a 3 + b 3 est différent de c 3 . 


Ultime. Si a es! un entier positif, alors il existe un entier u tel que au s 1 (nj si et 
seulement si a et n sont premiers entre eux. 

Démonstration. Soit u € Z. On a au = 1 [n] si et seulement si n divise 1 - ou, 
c'est-à-dire si et seulement s'il existe v € Z tel que nv = 1 — au, ou encore au + nv — 1. 
Le résultat est ainsi démontré, grâce au théorème de Bézout. * 


Soient u et n des entiers positifs premier» entre eux.. Pour trouver un entier 
. u le! que au = 1 («J, cherchez une relation de Bézout entre a et n. 


Résolution de l’équation ax = b [n] 

butent ü un entier positif et b un entier. 

Premier cas : « et n sont premiers entre eux. D'après le lemme ci-dessus, il existe utl 
tel que «u * 1 [«]. Si x est un entier tel que ax = 6[n], en multipliant par u on obtient 

m AHlTHVlfrriqiT CW ? 


, puisque au 2 » W- ü vient aw M-j, donc IS M „, 
al0 rs en multipliant par « il vient 

* , 2 w l " 1 ' et „ ne sont pas premiers entre eux. Posons d = pgcdf. ‘ 

’L* »•; *„v » • 1 w—•—„ zîïïL’lrî 

* d ’^M„] n'a donc pas de solution. 
b, l'M uat,0n ue d divise b. Notons J. V et n' les entiers Ms que a = M. b = nu „ 
SupP 0 ^ ? est un entier, alors on a ai = 6[n| si et seulement si <fc s V[i/). Plnsqu( . 

„*</«'■ * , , sont premiers entre eux, il existe u€ZtelqueWsll 4 0n , i | ws 

^entiers a ua ' x = uV [«'], d'où x s utf (n'|. Réàptoquement, supposons que I!s i 
sa'/ 3 1 1” , z s u (/ |n'|. En multipliant par a', il vient az=dvH\n\, d'où •d’xstflnl. 

un « nHer tl , aue ax = b (n] sont les entiers z tels que z = Vu [ni. 
us «.bers / tels 

.. be z Exlste-il x 6 Z tel que 24r = 5 [182) ? Si oui, trouver fous les 

Saisine 24 x.M1«1- 

Les factorisations en produit de nombres premiers de 24 et 182 sont 
**^?^*3 c t 182 = 2 x 7 x 13. On a ainsi pfcii(24,182) = 2. On en déduit qu'il existe 
U ;: ,,| qu c 24x s ù|182] si et seulement si 6 est pait 

Supposons b pair e. p~>ns *-*»• « * - - — ” * ^ 

24 , = 2 c (1821 4=» 182 divise 24x - 2c « 91 divue 12r - c « lïr « cj»l, 
Cherchons une relation de Bézout entre 12 « 9i « pour ce!* F**» Vdsend» 

d'Euclide. Il vient 91 = 12 x 7 + 7 

12 = 7 x 1 + 5 
72=5x1+2 
5 =s 2 x 2 +1- 

On en déduit successivement 


ccessivement t! f9ll F 7 1 

l: "îHf 'r.'-ïi n. 

[.r'ara-u - 


6 pair. & 
=*38c1911. 

modulo 


En particulier, v,.. - —- 

entiers x tels que 24 jt = 6 ( 182 ) sont donc _ 

u nément deux congruences 
Voici un théorème qui permet de résoudre simu an 

des entiers premiers entre eux. ^,ui ù 2 

^^oràmo chinois des reste*» Notent n ^ ^ / tei y* \ x s fcW- 

et P rf mifrs entre eux. Pour tous entiers a d b, ü eJL 

.1 coNCHtC^ 104 
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Démonstration. Puisque l« entier, » « * sont pmnue» entre eux, « 

rrr^u que «„+*..=«•<*. i - ** « **.**-1. d, 

Jfc'divise nu - I. Puisque * divise ku et « d.v.se nu. on en déduit 
fjtoslM J nu s 0|n] 

U»sO[*] * lnusl|*). 

Posons t = akr + bnu. Puisque ku s l [n] et »u £ 0 |n], il vient akv + bnu = <,[„], 
c’est-à-dire j = n |n|. De même, on a ku a 0[*] et nu h 1 [fcj, donc akv + bnu = 6|i), 
c'est-à-dire x h fr[fc|. « 


Cette démonstration ost extrêmement utile : c'est comme 
y que vous trouverez un tel entier x dons la prat ique. 


Résolution du système d'équations j * _ “ 

Soient « et b des entiers. 

Premier cas : n et k sont premiers entre eux. D'après le théorème de Bézout, il existe 
u,v G Z tels que nu + kv = 1. Posons xn = akv + bnu. Nous venons de démontrer 
que l'on a r» = a [n] et xq = • 

Soit x G Z. On a x = a [n) et x = 6 [k\ si et seulement si x = xq [n] et x = z 0 [Jfcj, 
c'est-à-dire si et seulement si n et k divisent x - x 0 . On a donc x = a [n] et x = è[Jt] 
si et seulement si x - xu est multiple de n et k. 

D'autre part, un entier est multiple de n et k si et seulement s'il est multiple de 
pp<’m(n, frj. Or on a pgcd(n,A) a= i, donc ppcmfn.A) = nk. 

Les entiers x tels que x - afn] et x = 6[A:] sont donc les entiers x tels que x E*b[fi£]. 

Second cas : n et k ne sont pas premiers entre eux. Posons d=pgcd(n,A;). S'il existe xGZ 
tel que x=a[7ij et x=é(^j, alors d divise x-o et x-6, par suite d divise [x—b)—[x-o)^ 
<i-b. Si d ne divise pas a -b, il n'existe donc pas d'entier x tel que x = a[n] et xh 6[A*]. 
Supposons que d divise a — b. Notons n' et k f les entiers tels que n = dn' et k = dk 1 . 
Les entiers n' et k ' sont premiers entre eux donc, d'après le théorème de Bézout 
il existe u>v G Z tels que n'u + k?v=\. 

Posons i 0 =aPv+Wu. On a a , u+*'v«l donc x u = a{l -n'u)+bn’u = a + riu{b-a). 
On en déduit x 0 - a = n'tx(6 - a). Or d divise b - a et n = n'd, par suite n divise 
x,> - a, c'est-à-dire x« s n [nj. De même on a x 0 = 6[fc]. 

C ° m f* ] dans lc P*™" o» ™ déduit que les entiers x tels que x 3«(n] et 
' 5 W Wnt les en,icrs -e •*!» que * £ * 0 [m), où m = ppcm(n,*). 


*• MUTHWtTIQUt I.'hap 9 


q* solution particulière. On a I. relation de Bézout 


r 57 = j 
l 57 = ( 


• i Les entiers 7 et 19 sont premiers entre eu* ■ 

I**""*Premier* différente. D'après le théorème chinois de, .* «■« 

rff^ln) «t Brehons tous le, entimx ,^^’ 1 

„.te 1 ^ oarticulière. On » _. _ H*t*s5fl9J. 

3x19-8x7=1, 

57 - 1 [71 et r-Msom 

°[ 19 ] l-56 = 1(19]. 

_ 3 x 57 - 5 x 56, U vient x 0 = 3 [7) et x 0 = 5|19). 

?0 *Tlrhe de tout€S leS solutions 5011 x € 2 - On a j h 3[7| x = 5 [ lg i . 
tlnent si on a x s xo [7] et x = J 0 [19| f c'est-à-dire si et seulement si 7 et 19 
«■ — jCo- Puisque 7 et 19 sont premiers, on en déduit que Ton a x = 3(71 
diVlS t 5 [19] si et seulement si 7 x 19 divise x - x 0 . " 11 

^ on a 7 x 19 = 133 el x « = ~ 109 = 24 - 133. Il s'ensuit que les entiers je tris 
MfllS = 3 | 7 l et x = 5 [19] sont les entiers x tels que x = 24(133]. 
que -T == ° l * 

p j a 2, Les entiers 18 et 45 ne sont pas premiers entre eux : les factorisations 
W 8 et 45 en produit de nombres premiers sont 18 = 2 x 3 2 et 45 = 3 J x 5, 
donc pgcd(18.45) = 9. Puisque 9 divise 11-2, il existe x G Z tel que x = 2|18| et 
j. ^ 11 [45]. Cherchons tous les entiers x tels que x s 2 [18] et x s 11(45). 
Recherche d'une solution particulière. On a la relation de Bézout 5 - 2 x 2 = 1. 
Posons xq = 2x5—11x4, c'est-à-dire x 0 = -34. On a -34 = 2(18] et -34 e 11 [45], 
Recherche de toutes les solutions. Si x est un entier, aloreon a x=2|18] et xsll[45) 

Si et seulement si I £ *o [181 x = *> l«l- ™ déduil < 1 “ lcs ent,m ' * f 
x = 2 [18] et 11 [45] sont les entiers x tels que x s -34 [ppcm( 18,45)], c'est-à-dire 

les entiers x tels que x = —34 [90j, ou encore x = 56 [90]. 

Les résultats démontrés jusqu'à présent sur les congruences sont une tTadu ^\ 
théorèmes de Bézout et de Gauss. Pour terminer ce chapitre, énonçons un 
qui simplifie les calculs d'une puissance modulo un nombre premier 

théorème de Fermât. Soif p un nombre premier. Si J fit un en\ier. 

axP S*[p]. 

. donc x 1 -x est le produit 

Démonstration. Pour tout x € Z, on a x 2 - J = X ( J ” L 2 2 x i 2 ], pour 
^eux entiers consécutifs et par suite est pair. Autrement 

^Pposons p impair et démontrons par récurrence que Pjy a près U formule 
^ vr "i - « - 0. Soi. x € N. Supposa* que *»• ' -C** 1- 

u binôme de Newton, on a (i + l)'= *'+ <V ' 


?J . CONGRU*^ ‘ 
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Puisque p est un nombre premier, nous avons vu au paragraphe précédent que 
tout entier *• tel que tl < k <: p. p divise C‘, d esl-à-dire que l’on a C* s 0[pl 
déduit (j- + I r s * r + i W- Mjis P" hypothèse, nous avons i* s x [pj, donc il v 
(x -f I ) p s x + 1 {//). Si x est un entier tel que x < 0, alors on a {-x)* s _. z jpj ^ Vl€n l 
ce qui précède. En multipliant cette congruence par (- l) p = -\, jj vient 

Co roi foire . Soit p un nombre premier. Si x n'est pus multiple de p, alors on a 

/•‘sll Pl 


er nple d'application 

un e * 

k , entier positif r», nous allons dénombrer 1 M entiers ^ 
fo>» 7- e t premiers avec n, c'est-à-dire tels que , « n " ”"*'*** « 

egj 0 ‘ à P ' wnit rs entre re, 

I pé ^ B ÎTentier positif. Le nombre d'enfer* compris enfe , „ 

*. » «« ^ u ' “ i d “* i.<ür" 


Démonstration, Soit x un entier non multiple de p. D'après le petit théorème 
Fermât, /> divise x p ~ x = x(x p 1 - 1). Or p ne divise pas x, donc p divise x p 1 _ * 
d'après le lemme d'Euclide. Il s'ensuit x p ' x s l[p]. 

Terminons ce paragraphe par deux exercices où l'on applique le corollaire du potj t 
théorème de Fermât, 

Exercice 1» Calculer Z** 1 * modulo 13. 

Réponse. Puisque 13 est un nombre premier et que 13 ne divise pas 7, ij vient 
7 ,J = 1 [13]. D'autre part, on a 2003 = 12 x 106 + 11 et par suite Z** 13 = ( 7 » 2 )i«> x 7 i, 

Il s'ensuit 7® 03 = 7" [13]. Enfin, nous avons 7 a = -3 [13], puis 7* = 9(13], ou encore 
7* s -4 [13]. On en déduit 7“ = (—3)(—1) jl3|. Puisque 7 11 = 7 x 7® x 7 4 , i] vient 
7" = 7(-*l)(-ljf!3j, ou encore 7" = 2(13]. On a donc 1*** = 2[13]. Le reste de la 
division euclidienne de 7par 13 est ainsi égal à 2. 

Exercice 2 

a) Factoriser 1729 en produit de nombres premiers. 

b) Soient u et n des entiers positifs. Montrer que l'on a a n = 1 (1729] si et seulement 
si a" s 1 |7J, a" = 1 (13] et a n = 1 (19]. 

c) Soit o un entier positif tel que pgcd (a, 1729) = !. Démontrer que l'on a a im =l|l729]. 

Réponse 

olOn a 1729 = 7 x 13 x 19. 

bJPar définition, on a /si [1729] si et seulement si 1729 divise a" - 1. Puisque 7, 

13 et 19 sont des nombres premiers, 1729 divise a n - 1 si et seulement si 7, 13 
et 19 divisent a B - 1, d'où le résultat. 

d Puisque « et 1729 sont premiers entre eux, a n'est divisible ni par 7, ni par 13 et 
™ par 19. On en déduit que l'on a a 6 s 1 [7], a” s 1 [13] et û‘" = 1 [19]. D’autre part 
on a 1728 ^ 6 x 288 « 12 x 144 = 18 x 96, donc a 1 ™ = (a 6 )** = * (a 1w )“. Far 

conséquent, U v,ent u 17 * S 1 (7), a' 7 » = 1 [ I3 J rt s , [ l9 J. jy êptH , a question 
précédente, on en déduit a ir * = 1 [1729], 


»• AttilHMLriQllc C'Mse ♦ 


, %e n ip 10 ' 

\L entièr* (*»** Méneur * ou » '0 « premim awc I0 

' 9 : on * donC V ’ (10) ' 4 ' 

„ on a <P0) = *' 

Soi, p un nombre premier. Un entier a est premier avec p si et seulement s. a n est 
” pi5 multiple de p. Pm conséquent, tous les enlieis positifs strictement Mm, ,,, 
sanl premiers avec p. Il s'ensuit que si p est un nombre premier, alors p(p)=.p-i. 
^ Soient p un nombre premier et n un entier positif. Tout diviseur positif de p" est 
une puissance de p. Un entier a est donc premier avec f si et seulement s* a 
n'est pas multiple de p. 

Proposition. Soit p un nombre premier. Pour tout entier n £ 2, ma 

Démonstration. Comptons le nombre de multiples de p compris entre 1 et p". 
Un multiple de p est de la forme kp t ou k est un entier. Ûb a U *p < p" s» et 
seulement si 1 < Jt < p n ~ l , donc il y a p"" 1 multiples de p compris entre 1 et p\ 
Puisque p est un nombre premier, un entier i est premier avec p si et seulement 
si x est pas multiple de p. On en déduit quilyap"*!^ 'F"(P ^ ^ 

| | compris entre 1 et p" et premiers avec p. 

j Voici la principale propriété de la fonction d'Euler. 

* —j -jrtMfifrs mire füfc ^>rs 

| ^position. Soienf a et b des entiers positifs. Si o et i son P™* 
i V>{a6) = v?(a)ip(6). 

! ^ en tableau tous tes wtiCTS 

| ^^nitrafion. On peut supposer a> !• Dispo° 

^ compris entre 1 et ab, en utilisant b colonnes * a*#**- 

u " 


>A 
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1 

2 


* 


b 

fr+1 

6+2 


6+A' 

■ - 


26 

26+1 

26+2 


26+A 


36 







r«6+l 

rn6+2 


m6+A 


(m+l)4 







(a-1)6+1 

(a-1)6+2 


(«-1)4+1- 


ab 


Soit * un entier compris entre 1 et 6 (donc k est situé sur la première ligne du 
tableau). Pour tout entier m, les diviseurs communs à b et mb + k sont les diviseurs 
communs à A et k. On en déduit que si k est premier avec b, alors tous les entiers 
figurant dans sa colonne le sont aussi ; et si k n'est pas premier avec b , alors aucun 
des entiers figurant dans sa colonne n'est premier avec b. 

Supprimons les colonnes formées d'entiers non premiers avec b : U reste donc 
^>( 6 ) colonnes. Considérons l’une de ces colonnes. Elle est constituée de a entiers 

*,6 + A. (a- 1)6+*, tous premiers avec b. Posons E = {*,6 + k ,... , (a - 1)6 + *}. 

Faisons l'hypothèse que a et 6 sont premiers entre eux et pour tout entier x f notons 
r(x) le reste de ta division euclidienne de j par a. On définit ainsi une application 
r: E-* {0,1,1}. 

Supposons que i et j sont des entiers différents compris entre 0 et a - 1 et que les 
entiers 16 + k et jb + * ont même reste dans la division euclidienne par a. Alors on 
a ib + * s jb + k | a), donc (t - j )6 = i 6 + * - (jb + *) est multiple de a , autrement dit 
a divise (i - j)b. D'après le théorème de Gauss, on en déduit que a divise l'entier 
» - j, ce qui n'est pas possible car on a 0 < |i — j| ^ a — 1 . Nous venons de montrer 
que l'application r est injective. 

Puisque l'ensemble de départ et l'ensemble d'arrivée de r sont finis et ont même 
nombre d'éléments, on en déduit que r est bijoctive. De plus, un entier x€E est premier 
avec a si et seulement si r(x) est premier avec a. Or dans l'ensemble {0,.. .,a-l}, il y s 
autant d'entiers premiers avec a que dans l'ensemble {1,2,.. ..a}, car 0 et a ne sont pas 
premiers avec u. 11 s'ensuit que dans l'ensemble E, il y a <p(a) entiers premiers avec a. 
Finalement, il y a dans le tableau y?( 6 ) colonnes constituées d'entiers premiers avec 
6 et dans chacune, il y a <p(ci) entiers premiers avec a. Parmi les entiers positifs 
inférieurs ou égaux à « 6 , il y a donc <p(a)y>( 6 ) entiers premiers avec a et avec 6 . 
D'après 1 exercice page 197, un entier positif est premier avec ü 6 si et seulement s il 
est premier avec a et avec 6 . On a donc ç(ab) = <p(a)<p( 6 ). ■ 

Le» deux propositions précédentes permettent de calculer <p(n) connaissant la 
factorisation de ri en nombres première. 
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eut 


* t) = c " * «■« 3 J et 7’ «m 

On * * 1 , et 7 sont des nombres premiers, nous MV ons oue * 

VJ(3 î )= 3'(3-1) = 3x2 

V(7 3 ) = 7*{7-I) = 7 j x6. 

u vient * 7 3 ) = 3 x 2 * T 2 x 6 = 2 J x 3 ? x 7*. 

^hien ya-^ 1 d ' cntierS ° U * am à 21110 « me 26107 

' ^201<J= 2 x 3 X 5 X 67. Puisque 2, 3, 5 et 67 sont des nombre, premiers, il vient 

yj(201ü) = <^(2)v?(3)v(5)v?(67) -1x2x4x66 = 528. 

. 528 entiers positifs inférieurs ou égaux à 2010 et premiers avec 2010 

y y a o ü " 


Exercices 


y. Soit n un 
a 


1 


entier supérieur ou égal à 2 e* soit a € N. Soit P le produit des entiers 
" j" *~+2. a + n. Montrer que P est multiple de ni. 

Décomposer 8160 en produit de facteurs premiers, 
y trouver tous tes entiers positifs n et b tels que « ÿ 6, pgcdfo.fr) =5 8 

ppcm{a,ft) = 8160 , 

1.Soient p et „ des nombres premiers tels que p # «. Q«* »»< •» d “'^ *** 
de p 2 q ? 

4. a| Montrer qu'un entier impair a tous ses diviseurs impairs, 
b) Soit n un entier au moins égal à 2. On suppose que tous 
positifs et différents de 1 sont pairs. Montrer que n est une pui 

3. o) Décomposer 2002 en produit de nombres premiers, 
b) Trouver les nombres premiers compris entre 2001 et 201. 
d Décomposer ppcm(2004,2016) en produit de nombres p 
d)Quel est le nombre de diviseurs positifs de 2016 

p „ 1 est nuimpte 

6 ‘ Soient 6 et n des entiers supérieurs ou égaux à 2. Montrer 4 

u<.. à 2 . On 

^ Soient « et k des entiers supérieurs ou ^ âax ^«* premier. 


1 nom bre premier. Montrer que n = 2 et que 


^Soit j> un nombre premier tel que T. Montré 4 


-1 est un 


nombre p**™* 
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7. al Calculer pgrd(637,595). 

b) Existe-il des entiers r et y tels que 637r 4- 595 y = 91 ? Si oui, trouver tous | 
entiers i et y tels que 63 7x + 595y *91. 

d Existe-il des entiers j* et y tels que C37j- + 595y = 143? Si oui, trouver tous le* 
entiers r et y tels que 637.r + 595 r/ = 143. 

B. Existe-il des entiers x et y tels que 456057x + 382109y = 7 ? 

9. Soient u, b et c des entiers positifs. On suppose que a et c sont premiers entre eux 

a) Soit rl un diviseur de a. Montrer que d et c sont premiers entre eux. 

b) Soit d un diviseur de a et bc.. Montrer que d divise b. 

c) Montrer que l'on a pgcd(< 2 ./>c) = pgcd(a,6). 

10 . Trouver tous les entiers jt tels que j ^ ^ j|JJ 

Tl. a| Soit a € Z. Montrer que a 2 est congru à 0, 1 ou 4 modulo 8. 

b| Soient a, b, r 6 Z. Montrer que l'entier 1 + a 2 + b 2 + c* n'est pas multiple de 8. 

12. a| Montrer que 223 est un nombre premier. 
b| Calculer 1998 lft * modulo 223. 

13* o| Factoriser 455 en produit de nombres premiers. 

b) Soient a et n des entiers naturels. Montrer que l'on a a" s 1 [455] si et seulement 
si a n = 1 [5], a" = 1 (7] et a n s 1 [13]. 

cl Soit a un entier positif tel que pgcd(a,455) = 1. Montrer que l'on a a 1 * = 1 [455]. 

14 . Trouver trois entiers positifs a,6,c n'ayant que 1 comme diviseur positif commun 
mais tels que a et 6 ne sont pas premiers entre eux, 6 et c non plus, et a et c non plus. 

15. Soient x,y, z des entiers positifs. On pose d = pgcd(pgcd(x,y),a). 
a| Montrer que d divise x, y et z. 

b| Sait 6 un diviseur commun à x, y et z. Montrer que à divise d. 
d Soient x le quotient de x par d, \/ le quotient de y par d et z‘ le quotient de 
z par d. Montrer que le seul diviseur positif commun à 4, et z ' est égal à 1. 


ÎU AkJT HMÉTKjl £ Chap 9 


b c des entiers tek que 2o 2 + & - ^ 

****' l r que si o et 6 sont multiples de 5. alo„ P es, m ,. 

^ uP pose q ue b etcne sont pas tous mk 5 ' 

“lit i ■» diviSCUr ^ “ 4 «■ 1 - Posoro 0 , e 

8 _ c /d. Montrer que I on a 2a* + = v 2 . 




^ j e Z. Montrer que x 2 est congru à 0, 1 ou 4 modulo 5. 
4Mont«tq^ i ' £ma(a - 6 ' c) = (0 ' 0 ’ 0 )- 

Soient p un nombre premier et a un entier positif non mulüplt df p 
d Montrer qu'il existe un plus petit entier positif k tel que a‘ = ijpj. 

HSo i, n € N. Notons r le reste de la division euclidienne de n par *. Mon,» 

ron >»" = “' H- 

d Soit n € N- Montrer que l'on a a" s 1 [p] si et seulement si n est muftipk de l. 


Il Cet exercice utilise le résultat de l'exercice 17. 
dSoit a un entier positif. Montrer que tous les chiffres de a sont égaux 1 I si et 
seulement s'il existe un entier positif n tel que 9a = 1Q B -1. 
bISoit rt € N. Montrer que l'on a 10” s 1 [63] si et seulement si 10* s 1|7). 
d Trouver le plus petit entier positif k tel que 10* = 1(7]. 

Un déduire que 111111 est le plus petit multiple de 7 dont tous les chiffres sont 
égaux à 1. 


W. Cet exercice utilise le résultat de l'exercice 17. 
o| Démontrer que Ton a 5 8 = — 1 [17]. 

M En déduire que 16 est le plus petit entieT positif fr tel que 5 - 1.1 , 

c W tpJ yiM? 5* 5 û [l*i 

«I Soit a un entier tel que 1 < a £ 16. Montrer qu'il existe n € n h 
< Trouver tous les entiers naturels rt tels que 5” = 3M- 

20 Cel e * er rice utilise le résultat de l'exercice 17. ^ 

n «t le plus pew ^ 

" l5o « P un facteur premier de 2“ -1. Montrer que 

tel que 2‘ = 1 (p|. En déduire que 22 div* P ' 
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21 Cel exerfitf utilisa le résultat de I exercice 17. 

a) Soit p un facteur premier de 2 13 - 1. Montrer que 13 est le plus ^ 

positif k tel que 2* s 1 (p). En déduire que p est congru à 1 modulo 26. ** 

b) Montrer que les nombres premiers plus petits ou égaux à vÆ 13 - 1 çt congrus à 
1 module 26 sont 53 et 79. 

cf Calculer 2' 3 modulo 53 et modulo 79. 
d] Montrer que 2 1,1 - 1 est un nombre premier. 

22. «JSoit n un entier plus grand ou égal h 2 tel que ns 3(4). Montrer que pour tout 

facteur premier p de », on a p s 1 [4] ou p = 3(4). En déduire qu'il existe un 

facteur premier p de n congru à 3 modulo 4. 

b» Soit k un entier positif. Supposons que pi,...,p fc sont des nombres premiers 
congrus à 3 modulo 4 et considérons l'entier n = 4pi • • - p* — 1. Montrer que l'on 
a n è 2 et qu'il existe un facteur premier p de n congru à 3 modulo 4. Montrer 
que p est différent de tous les p,. 

c) Démontrer qu'il existe une infinité de nombres premiers congrus à 3 modulo 4 

23. oj Soit N un entier plus grand ou égal Â 2. Posons n = (AT!) 2 + 1 et considérons p 

un facteur premier de n. Montrer que p est impair, que p ne divise pas M et 

P- 1 

que l'on a (N!) 2 = ~1 |pj. En déduire que (-1) 2 = 1 [p] puis p = 1 [4j. 

fa) Montrer que pour tout entier N supérieur ou égal à 2, il existe un nombre 
premier p congru à 1 modulo 4 tel que p > N. En déduire qu'îl existe une 
infinité de nombres premiers congrus à 1 modulo 4. 

24. Calculer le nombre d'entiers positifs inférieurs ou égaux à 756 et premiers avec 756. 

23. Soient p un nombre premier, rn un entier positif et a un entier positif tel que 
u s 1 [p m ], Montrer que a p = 1 [p m+, j. 

24. Cet exercice utilise le résultat de l'exercice 25. 

Soient n un entier au moins égal à 2 et a un entier positif tel que a et n soient 
premiers entre eux. Soit p un facteur premier de n. 
a) Montrer que a n'est pas multiple de p. 

N Montrer que a * p '^ s 1 [p 2 ] . 

«ISoit k un entier positif. Montrer que s 1 [p*-nj. 

4 Soit m 1 exposant de p dans n. Montrer que s 1 \p m ], 

•) Montrer que a^ n) » 1 [n|. 


Quelques réponses ou îndko#^ 


«O* 


1 binoinm 


„.)/> - <“ + " ,! ( ° !,(n!)C: ~ (0 + n)! ' 04 Cï «l le b 

‘ * IUl,0nS 
p*** 

> |iy * wr U décomposition de n en fartrun premitti 

iW deu* nombres premiers entre 2001 et 2019 ; a 

5 W 0 Y ' (;K)W . 2016) = 2' x 3 2 * 7 x 167. ^ 2011 « »». 

dppCI ” jojg possède 36 diviseurs positifs. 
jjL eflber - 

* :r;, «• * * ■■ **—***.=». ^ 

““.eetone seconde fois avec fr- •*. ou d « „ dhhw de * 

nec d(456057,362109) = 133 et la réponse est non 
B On a ™ 

.yD'sprte loi. 1» entière d et c sont première entre eue Puaqu, d dre» fe, d dré» . 
d . jprt5 le théorème de Cause. 

6 Montrer que pRcd(a.ii) divise PRcd(a,6c) et utiliser M pour montrer que pg^e» dn» 
pgcd(a. &)• 

10 La réponse est x = -40 [209]. 

11 b) On a 1998 1 ** = 1 [223] car 1998 est multiple de 222. 

13 . d Puisque o et 455 sont premiers entre eux, a n'est divisible ni par 5, ni par 7 et ni pur 
13. On a donc a 4 = 1 [5], a* s 1 [7] et a 12 5 l [13]. 

15 b) <1 Utiliser la proposition page 195. 

16. b)(ii) Considérer le plus grand entier k tel que 5* divise a, 6 et c et appliquer ft. 

<1) D'après (a) et (.b) (ii), les entiers a' et bf ne sont pas tous tes deux multiples de 5, Oielles 
sont les congruences modulo 5 possibles pour l'entier 2a 1 + ^ ? 

17 o| Utiliser le corollaire du petit théorème de Fermât, 
b)Si n =* ku + r, alors a n =* (a*) M a r . 

I! dPuitque 7 ne dlvise pas on a 10 « = ) [Tj. D'.prts r«tdt* 11,1» pte pd» «“ 
P°sitif k tel que 10* s 1 [7] est un diviseur de 6. 

19 ^La réponse est n = 13 [16]. 

” 2- a l(p|. p impair. D'apis l'emoc. U. U 

~ 1 [p] est un diviseur de 11, par suite est égal à î «j ■ £ | tpf. puisque 

^'f 0 " par c °nséquent 11 est le plus petit entrer 1**^ f _, 

" ^ (p]r 11 divise p — 1. Et comme p — 1 *** P 4 ^' * 
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21o) « dan* r— précédent, »«-"«• «" * "« ““«** 

19 TlntrpT» nombre Ïremrer. alors 2“ - 1 aurai, un facteur premier plus m 

ou égal 4 En déduiw u ™ cun,radic,10n 

_ ol L'entier - ». impa.r. donc .eus ses diviseurs le son.. Par ailleurs, un preduit d'an** 
congrus a I modulo 4 est congru a I module 4. 
b, S, pi était égal a l un des l'entier 4p. • P* - » ««.. multiple de p. 

c| Utiliser (b). 

îJalOnal-DV^lMr'lpl 

b| Un entier qui ne divise pas Ail es. strictement plus grand que .V. 

25 11 existe un entier k tel que « = 1 + *P m • Exprimer a” selon la formule du binôme de 
Newton et se rappeler que pour tout entier i tel que 0 < i < P, l'entier CJ es. multiple de 
p. Remarquer enfin que (p"T «> multiple de p m *'. 

26. bl D'après le corollaire du petit théorème de Fermât, on a o'-' = 1 |p] 

c) Raisonner par récurrence. ^ 

d| Puisque s 3 (n) est multiple de ip(p™), il suffit de montrer que l'on a a*'*"' 5 1 lp™]. 
e | Considérer la décomposition de n en facteurs premiers. Le résultat de cet exercice généralise 
le corollaire du petit théorème de Fermât. 
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Chapitre 10 

Polynômes 

chapitre, la lettre K désigne Q, R ou C. Nous allons définir a qu'est 
PanS dme <* coefficients dans K. À chaque fois que nous écrirons -polynôme., 
an dire polynôme à coefficients dans K. Vous constaterez la similitude des 

« la vou ” paragraphes 2, 3, 4 et 6 de ce chapitre avec les paragraphes cônes- 
énoncé ^ précédent. Lorsque la démonstration d'un énoncé sera en tout 

^^entique à celle donnée en arithmétique, nous ne la reproduirons pas dans ce 
Cireur les polynômes. 

1. Définitions et règles de calcul 

I <t coefficients dans K est une suite <«.) de nombres apparie™. » K, 

I telle qu'il existe un entier p e N vérifiant a* - 0 P 0 ^ tout 

Un polynôme est noté avec une lettre capitale, par «‘"'Pj* polynôme 

Un exemple de polynôme est la suite dont tous te termes .ont nuis Ce po ynome 

s'appelle le polynôme nul. . p = û siet seulement 

Par définition, si P et Q sont les polynômes (a w ) et C nie 0 
j s * ûri = 6 n pour tout n € N. 

I Opération* sur les polynômes \ «t si A € K. alors 1» sui** 

f ^ est le polynôme (a„), si Q est le polynôme M * ^ = 0 pour tout «itier 
(K), (ûn -f 6 n ) et (a n - fe n ) sont des polynômes. En 1 0 tout entier » > * 

n > P, alors Aa n = 0 pour tout entier n>P-» P lu5, “ t* 6 ™' lteS 

**6 multiplication de P par le scalaire A en posant AT , + Q .(*+M 

3 "'» somme et la différence des polynômes P et 

lft1 oÊriKiTioss rr » 
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Nous allons maintenant définir le produit de deux polynômes. Mais attention, Con 
traitement aux opérations précédentes, le produit de deux polynômes n'est pas Je 
produit de deux suites défini en analyse. Pour formuler cette définition, démontroi^ 
un résultat préalable. 

Limmt. Soient (a„) et (b„ ) des polynômes et soit (c n ) la suite définie par et c n - 

00 ^+-- +oirfrn k+■' +ank> pour tout entier positif n. Alors la suite (c n ) est un polynôme 

Démonstration. Puisque les suites (a rt ) et ( b n ) sont des polynômes, il existe Un 
entier p€ N tel que tt n = 0 pour tout entier n > p et il existe un entier q e N tel q Ue 
b n - 0 pour tout entier n > q. Soit n un entier tel que n > p + q. Pour tout entier k 
te) que U < k < n, on a * > p ou n - k > q , donc a k b n k « 0. On en déduit c» * 0. « 

I Définition 

Soient P et Q les polynômes (a n ) et (&„). Le polynôme (c,») défini dans | e 
lemme ci-dessus s'appelle le produit de P par Q et se note PQ. 

Faisons quelques calculs de produit sur des polynômes très simples. Pour tout entier 
naturel p, définissons le polynôme E p comme étant la suite (a„) telle que a p = l 
et o„ = 0 pour tout entier n / p. 

- Par exemple, on a £ 2 £ 3 = £3 et pour tout p G N, E { E P = E p + 

- Si P est un polynôme, alors E^P = P et plus généralement on a l'égalité 
(a£t,)P = aP pour tout a € K. 

Cette dernière égalité permet de noter simplement a le polynôme o£q. Nous venons 
ainsi de convenir que K est inclus dans l'ensemble des polynômes à coefficients 
dans K. Un élément de K s'appelle un polynôme constant. 

Réglas do calcul 

Muni des deux opérations somme et multiplication par un élément de K, l'ensemble 
des polynômes à coefficients dans K est un K-espace vectoriel. Autrement dit, pour 
tous polynômes P,Q,R à coefficients dans K et pour tous a, 6 G K, nous avons 

(P + Q) + P = P + (Q + R) et ce polynôme est noté P + Q + fi, 

P + Q = Q + P, P + 0 = /> P - P = 0, 1 P = P, 
a(P + Q) =aP + aQ. (a + b)P = aP + bP, 
a(èP) = (ab)P et ce polynôme est noté abP. 

Il« POLYNÔMES Chat. 10 


, cancre le produit des polynômes, on a p*,,, 

(fi <* ^ nts dan* K ' '“K p q r 

^ a pQs QP. p(Q + R) = pq+ph, ‘ 

p(QR) = {PQ)R Ce P° 1 >' nôm « est noté Pq R 
^ «« *** 96 ^ ^ U * opé^ 

coït P un polynôme. On pose P° = 1 ^ . 

**%£*#» r-'e«p. 

no» r 

.rilissnt les de calcul et les propriétés des coefficients 

& .„ comme dans C la formule du binôme de Newton ■ 00 

^ pour tous polynômes P et g et pour tout entier positif n, on a 

(P + Q) n ^ pn ' 1 Q + * • * + ^ k Q k + ... + (Ç-«PQ-! + gn 

Exempt» Soient P et Q des polynômes. Il vient 


(P 


+ Q) 7 =* P 2 + 2PQ + Q 2 et (P-Ç)* = P 3 -3P 2 Q + 3PQ î ~<? 3 . 


i 

! 

9 


Définition 

Soit P = (°k) un polynôme non nul Le plus grand entier n tel que b, ? 0 
s'appelle le degré de P et se note deg P. 

Exemple* Soit P un polynôme non nul. Alors le polynôme P est constml si et 
seulement si deg P = 0. 


Notations. Notons X le polynôme Eu c'est-à-dire la suite (tu) défins- pu si = I 
et tu = 0 pour tout entier * * 1 et notons K[X) l'ensemble des polyrèmre » 
coefficients dans K. 

Proposition. Soif P un polynôme de K\X\, non 
éléments uniques ûo, • • • ,ûn appartenant à K, tels que o n et 

Démonstration, Notons (6 fc ) le polynôme P. Puisque P ‘^ 4e ^ 8 ^ ^ ^ (<*) 
et h = 0 pour tout entier k > n. Reprenons les P , opérations somme 

» que c^let c* = 0 pour tout entier h** V* " f H P « 
** ""ultiplication par un scalaire, on a P - ppurtout entier kxtOn 

,+ oi £, +ûo, alors on a P=(o*),où l'on a P<** eio**0si n<Kf 

~à k pour tout k. Par définition de n, on en 


1 +* ' • 
ne a k 
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on vient donc de démonder que P s'écri. de manière unique comme combinai** 
iinAiin> de Efi E\ Enfin, puisque E\E p =E p +\ pour tout p€N, on démontre Par 

SÏtÎur on a E> = E V , c'est-à-dire d'où le résultat^ 


I Définition 

Soit P = a n X n + • + <*» un polynôme non nul de degré n. Alors a n s'appela 

le coefficient dominant de P et a n X n s'appelle le monôme de plus haut degré de p. 
Si n n = 1, on dit que le polynôme P est unitaire. 

Exemples de calcul sur les polynômes 

U Pour tous polynômes P et Q , on a P 2 - Q 3 = (P - Q){P + Q). 

En effet, les règles de calcul sur les polynômes permettent d'écrire les égalités 

(P -Q){P + Q) = P(P + G) - Q{P + G) - P 2 + PQ - QP - Q 2 = P 2 - q*. 

2 ) Soient .4, Z 5 et Q les polynômes suivants de Q[X] : 

A = X 7 + A' a + X 5 - 3 * 4 + 11A° + 11* 2 + 15X - 12 
P = X* + X 2 + X-l et Q = X 4 — 2X + 13. 

Calculer P + <? est très facile : on ajoute coefficient par coefficient. Il vient 
P+Q = X* + X* + X 2 - X + 12 . 

Pour calculer PQ, on utilise les règles de calculs comme suit : 

PQ = (X 2 + X 2 + X- l)(X 4 -2X + 13) 

= X'(X 3 + X 3 + X — 1 ) - 2X(X 3 + X 3 + X — 1) + 13(X J + X 3 + X — 1 ) 

~lX 1 + X t + X' i -X')-2{X i + X* + X 1 -X) + 13lX* + X i + X-l) 

= x 7 +x 6 + x s - 3 X 4 + nx 3 + nx 2 + îsx -13. 

Enfin pour calculer A - PQ, on retranche coefficient par coefficient et l'on obtient 
A — PQ — 1 . 


I 


» 


es' »* on en aeauu = « « par **, . p A 
- ^ nae alors par récurrence sur * que pou, tou( ^ + '- +V,P.., =0 

J>?Tu. -cteurs Pu, Pi .P„ € £ son, Z Z^' .">■ « 

^=" +1 ' onen déduit ** *.p.i 


r,. Les polynômes 1, X, X(X -1) X(X - l)(x _ 2 , fomH>li , 
f**T;ectoriel des polynômes nul ou de degré inférieur ou éJTt 


Soient P et Q des polynômes non nuis de K[A1 
freP ^ y/l àme PQ «' non nul “ de &l p Q) = degP + degQ. ' 

'< p + Q ««t pas le polynôme nul. alors deg(/> + Q) % ^(deg/.*.® 
' * d eg P * dog Q - a>0rS P + Q * f] et de *< P + Q) = maxldeg RdtgQ) 


rvunonstrotion. Posons p = deg P et q = degQ, P = <, p x’ + 

q- b,X* + ■ ■ ■ + b > X + 6 °- 0,1 a donc a r * 0 et 6 « + 0- H vienl 


4a<} 


pQ z= a p b q X p ^ q + (Qpàq-i + Qp~\b q )X p * q 1 +- - + (aifo -!-) A ^ ooV 


el 


Puisque û p bq £ 0, le polynôme PQ est non nul et de degré p + q. 
posons n = niax(deg P, deg Q), a k = 0 pour tout entier k > p et 6 , « 0 pour tout 
entier ( > Q- D vient P + Q — (a„ + b n )X n + •■• + (ûi + 6 j)A + Uo + fit). Û est donc 
dair que si P + Q n'est pas le polynôme nul, alors on a deg(P + Q) $ n. De plus, 
à p > q par exemple, alors n = p et a» + b n = Op ; il s'ensuit èeg(P + Ç) = n. ■ 


Corollaire. Soit P un polynôme non nul. Si Q et P sont des polynômes tels yue 
PQ = PR, alors Q = R. 

Démonstration. Supposons PQ - PR- fl vient P{Q - R) = 0. Si Q - R n était 
pas le polynôme nul, le polynôme P(Q -R) ne serait pas nul d après la proposition 
précédente. Il s'ensuit Q — R = 0, c'est-à-dire Q = R- 


Remarque 

irôrnm d? kTvi' D f,près la proposition précédente, l'ensemble E des 

de Kl V rl d- nu . 0U de de 8 ré ioférieur ou égal à n est un sous-espace vec 
de K[X) de dunens.on n + 1 : en effet, (l,X .X») es! une base de E. 

une^f^/rp^'rt^ 6 *' 1 " P° 1 5' n6me de dc 8 ré »>ors (P 0 .P, . P„ 

de K tels Ji pi ^montrer, supposons que VA.. sont des élérr 

Polynôme />„ pour” touM € + {0 1 + ^ n") CWffiden ‘ d0,TUJ ’ ^, ' 

‘ * *- i rît?, tzz z 
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i 


? 


imtî° n , 

P un polynôme de KÎX]. Le polynôme dôrieé de P, noté P. «' P®'" 

s de K[X] défini en posant f^ = 0 si P est un polynômc ^Un^ 

na n X“-‘ + fn - lieu,.,Jf"' 3 + •• • + «1 




E *«mp| ej 

yt-l 

^ n es f un entier positif, le polynôme dérivé de X ^ 

U Polynôme dérivé de X 2 + aX + b est 2X + <*• 


rat 


définirions 


règles de CAta t m 
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Le* propriétés énoncée* dans le lemme suivant sont immédiates. 


L»nm»«. Soient P et Q des polynômes de K[X\ et A un élément de K 
(P -f QY = P* + (f, (A PY = \ï* et (PQY - + Pif lors °» a 

En particulier l’application de K[Xj dans K[.V) qui * tout polynôme P a . 
est linéaire Remarquons que les régies pour calculer un polynôme dérivé**** ** 
mêmes que les règles de dérivation des fonctions. S ° nt 

Terminons ce paragraphe en introduisant la notion de composé de polynôme 
notamment utile en analyse pour calculer le développement limité d',.n„ 
de fonctions. 6 Corn POsée 

Définition 

Soient P et Q des polynômes. Le polynôme composé de P et Q, noté PoQ est défi 
de U manière suivante : *1 P es, constant, alors PoQ=P ct 8 'i| exjst<f un ^ m 

" *** 1 u<? D = a % X n A t-o|A' + <i(i et a„ ^0, alors PoQ = a„Q" _+«iQ + n,' 

Si pa, exemple Q = Y 2 , par commodité on note P(Y’) le polynôme PoQ Ainsi 

lorsque Y 1 - Y + 1, nous avons />(Y 2 ) = Y“-Y 2 + 1 . 1 

2. Divisibilité 

( Définition 

feient A et B des polynôme». On dit que A divise B. ou que A est un diviseur de 
B, ou encore que B est multiple de A s'il existe un polynôme Q tel que B = AQ. 

Kxnmplfs 

' Tüut po'yn*™ divise 0. c'est-à-dire tout polynôme divise le polynôme nul. 

► Le seul multiple de Ü est 0. 

- Soient P un polynôme non nul et a un élément non nul de K. Alors aP et a 
sont des diviseurs de P. 

•* Le polynôme X a + X + 1 est multiple de X 2 -t- X + 1. 

- Pour tout enH “ P“«üf ». X - 1 divise JP* -1. Par exemple, on a 

Jf* - I = (Y - l)(Y 2 + Y + 1) et Y" , -l = (Y-l)(Jf 3 + X J + Y + l). 


•. Surent A et B des polynômes. Si B n’esl pas le polynôme nul ei si A divise 
B. alors il existe un unique polynôme Q tel que B = AQ. 


aa kii ynomes c*** 


_ Soxent P t, Q des polynôme ^ 

» P 

iet r ~ 


dttnsr 




‘ „n* tra ^° n ' Supposons qu'il e**, 

*5% .... « ■ * :>* '» ■» MO. . ^ « « ». 

trfW» I- d '— d » P*»** 

ennuis. 




|t< Soient A.D.C des polynômes non nuh 
danse U et si D divise C. alors A drvue C . 

; ÿ A danse Del « O divise A. *"*'**»**," 

Si A dimse D et si A divise C. alors A dire, fl + c * W,w »=U 

0 *mort*fO ,ion - S 0101 ' A et B des polynôme» non nuis tefc qu . . . 
Tà*'* A PuiS<)Ue ° d ; V '“ A * ^ UtA * "°n nul. U eurte un J^L * 

IMlgtfa ‘ le * 4 * <icg 13 11 8 en8U " = O U polynôme (? es, dont j^L 
deux autres propriétés se démontrent comme en anthmétique. 


_ _ Soit D un polynôme non nul. Si A est un polynôme, dm Strate 

polynômes Q et R uniques tels que A = BQ + R d R = Qoubim degflcdrçô 

Démonstration. Si A =0, il suffit de prendre <?=0<* R=0.Si fl est le pdynâw 
constant égal à b, il suffit de prendre Q- 1 A et fl=Q. Supposons .4*0, B noncoreunt 
et démontrons l'existence des polynômes Q et R par récurrence sur le degré de A. 
Si l'on a deg A < deg B, ce qui est possible puisque deg 5 ^ 1, d suffit de prendre 
Q = 0 et R - A. 

S deg A > deg B, posons n = degA, p = degB, notons, le rodSoott dotnmmi d, ^ 
, et 6celui de B. Écrivons A=aX n + U et B = M7+C;il«enl{’=0mi<i<jl'< n 
: et de même C = 0 ou degC < p. Par hypothèse de récumnce, il existe des pol>w 

Q\ et R, tels que U - BQ\ + R\ et Ri = 0 ou degfli <P ^ mtK 001 

aX n = ±X n ~ p (bX p ) = 3x"- p (0 - O* ï r_F5 " l X ’ C 

0 0 ^ w déduit 

Le degré d’un produit de polynômes étant la somme ^^^ récaIK ax 

i^C = 0ou deg(-^^c)=n-p + de g C<n.P^hyT^ 

Ü existe d es polynômes Qi et R 2 tels que 


-^X n p C = BQ 2 +R2 Ri ~ Q 00 


degfl:<P- 
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Finalement, on obtient 

A =oX "+U = g X" P B + BQ-, + Ri + BQ, + fl, = B (| X '+ Q 2 + Q,) + (Rl f 

Si /?, #0 et iîi ^ 0, alors /?, + /? 2 = 0 ou dcg(7?i 4- ^ maxfdegflj.deg/^) <p 

Dans tous les cas, on a donc R\ 4- = 0 ou dcg(/?| -F /? 2 ) < p, ce qui achève ] a 

démonstration de l'existence. 

Démontrons l'unicité de ces polynômes. Soient Qi et R t vérifiant les conditions de U 
proposition, ainsi que Qo c*t Ri . Il vient R{Q\ — C ?2 )=— /?i - Raisonnons par l'absurde 
en supposant que le polynôme Q\ n'est pas nui. Alors le polynôme R 2 -R { n 'est 
pas nul et l'on a <log(/? 2 - /?i ) = deg B -F deg(Q t - Q 7 ), donc deg [R 2 -R x )^ deg B, 
puisque deg(Qj - Q> ) est un entier positif ou nul. D'autre part, si R\ = 0 ou si /? 2 = ü 
il vient R 2 - R\ = Ri ou R > - R { = —/îj et il s'ensuit deg(/? 2 -/?, )< deg B, ce qui est 
contradictoire. Enfin, si R\ / 0 et /? 2 ^ 0, alors deg(/? 2 - R x ) ^ max(deg/îj,dpg R 2 ) 
et par suite deg (A; - R\) < deg B, ce qui est à nouveau une contradiction. a 

( Définition 

Dans la proposition ci-dessus, le polynôme Q s'appelle le quotient et le polynôme 
R s'appelle le reste de la division euclidienne de A par B . 

Soient A un polynôme et B un polynôme non nul. D'après l'unicité énoncée dans 
la proposition ci-dessus, B divise A si et seulement si le reste de ta division 
euclidienne de ,4 par B est nul et dans ce cas, le quotient de la division euclidienne 
de A par B s'appelle plus simplement le quotient de A par B. 

Remarque 

Soit R le reste de la division euclidienne de A par B. Si P est un polynôme, alors 
P divise A et B si et seulement si P divise B et R. Pour démontrer ce résultat, 
on raisonne comme dans la démonstration de la proposition page 192. 

Pour faire la division euclidienne de A par B lorsque deg A ^ deg B, on procède comme 
dans la démonstration, c'est-à-dire que l'on divise le monôme de plus haut degré de 
A par le monôme de plus haut degré de B. On écrit ce qu'il reste et l'on poursuit cette 
opération jusqu'à obtenir un polynôme nul ou de degré plus petit que celui de B. 

Exempt* 1. Au début de ce paragraphe, nous avons énoncé que X 6 + X -F 1 
multiple de X 2 + X + 1. Un moyen de le démontrer est de prouver que le reste 
de la division euclidienne de A = X & -F X 4* 1 par B = X 2 + X -F 1 est nul. Faisons 
cette division. Le monôme de plus haut degré de A est X 5 , celui de B est X 2 et 
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V 2 V 3 . Écrivons donc A = X 5 + y , 

^x’ + x + i-^+x 4 ***,^, 

n ôrne >1. é,ant de dCgré ^ que celui * fl + ^ 

*i de P luS haut degré : " X = Nous dirt * f* * s» 

^ ^(tf+x + iX-xV* * w 

= (X 2 + X + l)(-X J + i). * + 1 

fX 2 + X + 1)X 3 + >>|, il s'ensuit 4 = (VI . v , 

#rt* A K +X + »U 1 -.Ï« T|) . 

-J, 2- Calculons le quotient « le reste de b division 
V 1 + X 2 + 1 par X 2 + X + 1. n est commode de disposer 1» calais 


X 5 

x^ 

+ +x 2 + 

+ X 4 + X 3 

+ 1 

Jf 2 +X + l 

X 3 -X‘ + 2 


-x 4 -x 3 +x 2 + 

+ 1 


- 

-x 4 -x 3 -x 2 




2X 2 + 

41 



- 2X 2 + 2X + 2 



-2X-1 



0 „ en déduit l'égalité X s + X 2 +1 = (X 2 +X + l)(Jt 3 -.ï 2 +2)-M-1.U<p» 
tient de la division euclidienne de X’ + X 1 +1 par X 5 + X +1 »! donc égal à 
X J - X 3 4* 2 et le reste est -2A r - 1. 


3. Plus grand commun diviseur 

Si P est un polynôme non nul, tous les diviseurs de P ont un degré P*"*P*® 


] celui de P. II n'y a donc qu'un nombre 


fini de degrés possibles pour te dm*'*» * ^ 


- nuis, dert d ***** * n 

^ûpoiWon. Si A et B sont des polynômes non tm * $ 

Uf iqu< polynôme unitaire de plus grand degré qui divise 
k Plus grand commun diviseur de A et B et se note 

«nand ** 

^monifratîon. Soit D un polynôme de P lui $ ,,«)/> est un pohn«® e 

S d est le coefficient dominant de £>, alors le p» Y" 6 

“"‘taire de plus grand degré qui divise A et B. 


I0J 


pus ORAND 


couucsiw®* 2,1 
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Montrons l'unicité. Pour tout entier n 6 N, notons la propriété : 

pour tout polynôme A, pour tout polynôme B non nul de degré 
inférieur ou égal à n, il existe un unique polynôme unitaire de 
plus grand degré qui divise A et B. 

La propriété est vraie, car 1 est le seul polynôme unitaire de degré 0. 

Soit n un entier tel que est vraie. Soient A un polynôme et B un polynôme non 
nul de degré inférieur ou égal à n 4 L. Soient Q et R le quotient et le reste de la 
division euclidienne de ,4 par B. On a A = BQ + R et R = 0 ou bien deg/? < n + j 
Supposons R = 0. Alors B divise A et les diviseurs communs à A et B sont | e9 
diviseurs de B. Si Q est un diviseur de B de plus grand degré, on a degQ = deg£ 
et il existe un polynôme 5 tel que B = QS. Puisqu'on a deg B = deg Q + deg $ 
Ü vient deg S = 0, donc S est constant. Si de plus Q est unitaire, alors Q est le 
quotient de B par son coefficient dominant. 

Supposons R ^ 0. D'après une remarque du paragraphe précédent, les diviseurs 
communs à A et B sont les diviseurs communs à B et R. Puisqu'on a deg R^n, il existe 
un unique polynôme unitaire de plus grand degré qui divise B et R, car est vraie 
Il existe donc un unique polynôme unitaire de plus grand degré qui divise A et B 
Nous avons ainsi montré que la propriété .? n + x est vraie. D'après le principe de 
récurrence, la propriété & n est vraie quel que soit n 6 N. a 

Exemples 

► Si P est un polynôme unitaire, alors on a pgcd(P,0) = P. En effet, si Q est un 
diviseur unitaire de P, alors on a degQ ^ deg P; le polynôme P est donc un 
polynôme unitaire de plus grand degré qui divise P et 0; par unicité du pgcd, 
on en déduit que P est le pgcd de P et 0. 

Pour tout polynôme P, on a pgcd(P, 1) = 1. 

- Si P est un polynôme non nul et si Q est un diviseur unitaire de P, alors 
pgcd (P,Q) = Ç. 

- On a pgcd(X 12 - 1, X* - 1) = X 4 - 1. 

Rtmorqiw 

Si P et Q sont des polynômes non tous deux nuis et si a est un élément non nul 
de K, il vient pgcd(aP, Q) — pgcd(P,Q). En particulier, si P est un polynôme non 
nul, on a pgcd(P,0) = (l/a)P, où a est le coefficient dominant de P. 

Proposition. Soient A et B des polynâmes non nuis. Si R est le reste de la division 
euclidienne de A par B, alors pgcd(yi, B) = pgcd( £,/?). 
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d’Euclide 

,4 et 0 des polynômes non nuis tels que d 
** Hl le reste de la division euclidienne de 
T.O, notons Rt le reste de la division euclidien rf , d 


■> *■, — de A p* b. 

H /O, notons Ri le reste de la division euclidien™ «je R 
S ! tant que Æ.-t 5* 0, notons R» ie *** dc ]a * * P» R,. «, iin4j 
La suite des degrés des polynômes IL est euclidi,n '* de » 
fUun entier positif N tel que le reste de la divisé ^J* 0 *"* * 


rt J. U»- - * * -s— «tl 

P ™ e U|1 entier posirif N tel que le reste de la c 
nul- D'après la proposition ci-dessus, on a 

rfjntès le premier exemple traité, on en déduit l'existence « le calcul d, . 
Ü diviseur : I. vent PgcdM.*) = (, /o) «„, * # „ 
du polynôme Rn- 


Puisqu'on a pgcd(AP, Q) = pgcd(P,Q) pou, tout X e K, * jifl, on pwî 
dons lo pratique remplocer l'un des restes ft, obtenus por \rJ<ù i 
un élément non nul de K. 


Exemple. Pratiquons l'algorithme d'Eudide pour calculer Je plus grand commun 
diviseur de X 4 4* 4X 3 + X 2 — 16 et X 3 + 3X 2 - 3X 4 4. Nous avons 

X 4 + 4X 3 4- X 2 - 16 = (X 3 4 * 3X 2 - 3X 4 4){X 41) +X* - X - 30 
X 3 4 3X 2 - 3X + 4 = (X 2 - X - 2Q)(X 4 4) 4 21 (X 4 4) 

X 2 — X — 20 = (X + 4)(X - 5) 

H le plus grand commun diviseur de X 4 4 4X 3 4 X 2 - 16 e* + 6^* - 3X + 4 
«t ainsi égal à X 4- 4. 


^finition 

,ent » et D des polynômes non tous deux nul* On dit que A * B sont 
’ w,ers w, re eux si pgcdM, D) = 1. 

a A rt B per leur 

^ Soie >“ A et B des polynômes non nuis. Lis futimls 
roatntun diviseur sont des polynômes premiers mire eux 

n,.****** 0 " 0 "*" 
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Démonstration. Posons D = pgrd(A, B) et D\ = , Z?i ), ou A { et B, so m 

les quotients respectifs de A et B par £>. Les polynômes D et D, sont unitaires 
donc le polynôme DD\ est unitaire. Puisque D\ divise A\, DD\ divise DA X = 4 
De même, DD\ divise B. Le polynôme DD\ est un diviseur commun à A et B 
donc on a deg(DD,) ^ dogD, par définition du plus grand commun diviseur. Or on 
a deg(DPi) = deg D 4 -deg D t , par suite dpgD, = 0, c'est-à-dire D x est un polynôme 
constant. Le polynôme étant unitaire, il s'ensuit D\ - I. # 


4. Le théorème de Bézout 

Théorème d» Bé*OUt . Soient A et B des polynômes non nuis. Si D = pgcd{A,B) ( 
alors il existe des polynômes U et V tels que D — AU 4- BV. 

Exemple de recherche d'une relation de Bézout 

Considérons les polynômes .4 - A' 4 4- 4A' 3 + X 2 - 16 et B = A 3 4- 3X 2 - 3A -|- 4 
dont nous avons calculé le plus grand commun diviseur dans l'exemple précédent 
En remontant les égalités de l'algorithme d'Euclide, on obtient 

21 (A + 4) = B - (A 2 - X - 20}(A + 4) 

= B- (A~(X + l)B)(X + 4) 

= (A 2 4- 5A + 5)B - (A + 4 )A 
Par conséquent nous avons la relation de Bézout 

(A 4 + 4X 3 + A 2 - I6)t/ + (A 3 + 3X 2 - 3A + 4)V = A 4- 4 
où U et V sont les polynômes U = -(1/21)(X 4- 4) et V = (1/21)(X 2 + 5A 4- 5). 

Théorème. Si A et B sont des polynômes non nuis, alors A et B sont premiers 
entre eux si et seulement s'il existe des polynômes U et V tels que AU 4- BV — 1. 

Démonstration. Si A et B sont premiers entre eux, le théorème de Bézout affirme 
l'existence de U et V. Réciproquement, supposons qu'il existe U et V tels que 
AU + BV = 1. Si D est un diviseur de A et B, alors D divise AU et BV donc 
D divise AU + BV, par suite D est un polynôme constant non nul. En particulier 
pgcd(.A,B) est un polynôme constant non nul. Puisque pgcd(A,B) est un polynôme 
unitaire, il vient pgcd(A, B) =■ 1. * 

Comme en arithmétique (pages 193 à 198), le théorème de Bézout permet de carac¬ 
tériser le plus grand commun diviseur parmi tous les diviseurs communs et permet 
de démontrer le théorème de Causs. 
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^ ^ no, nuk 

f^iviseur de A et O dnnse pgcdU, fi). 

<■ % “ ul r°’y nôme p unitttin - m 8 ^(PA.Pa^p 

«itroHen* La première propriété * dém™,. ^ 

Rentrons la seconde. Soit P un 

|9i)‘ n p est un diviseur commun de AP .» Pos °ns 0- ^ 

<*?£. <»■ ” *•» 

01 .( 4P. 0P)~ Q p Le COeCient d °nunant de QP élam . ^ ' P°lyn6tn( UH çu, 
&ts de Q <* de P on en déduit que le polype Q <Z 

*3J*ne QP divise AP et Bp suit* q ® ‘ tfe* p* 
k ^,ue DP divise Ct P uis< l ue P "'est pu nu] D .. S ^ ^ Q divise 0 
JÏÏ Q et Q divise D. Il existe donc a € K, a ^ o tel ouTd Q a l'"*”' 0 

0 et Q «*>* uni,aireS ’ “ Vien ‘ 0 = 1 0 = Q, d'où 

^ssJsSSUa- Soient A, B.C des polynemts m ÿ , , Br 
B sont premiers entre eux , alors A dnnse C. * dwtse BC et 

Corollaire. Si A et B sont des polynômes mm amtmts d pmm nln m ^ 
) triste des polynômes non nuis U et V uniques tels que AV + fly = , ^. fl 
di egV'<dcgA 

Démonstration. D’après le théorème de Bézout il existe des poipin» SdT 
tels que AS + BT=\. Notons Q le quotient et U le reste de la division eudidimrw de 
5 par B. Il vient 1 = AB 4- BT = A(BQ 4-(7)4- BT=B(AQ+T)+AU. On i forcément 
car sinon on aurait 1 = B(AQ + T), ce qui est impossible, puisque le poJynôcre 
B n'est pas constant Posons alors V = T 4- AQ. On a AU A-BV ^ 1. Puisque A 
n'est pas constant et que U est non nul, AU n'est pas constant donc BV -1 - AV 
est non nul, ce qui implique V / 0. 11 vient alors deg(At0 = deglfil'). c'est-à-dire 
degfî 4-deg V' = deg A 4- deg U. Enfin, puisque U est le reste de la division euclidienne 
de S par B , on a deg U < deg B et par suite degV'<d«g.4, d’où l'existence de l ell 
Démontrons l'unicité de U et V. Soient l r , et V x des polynômes vérifiant l'énoncé 
du corollaire, ainsi que U? et Vn. Il vient ,4(f/| — C r 2 ) = B(V? — Vj) «tJJ s ensuit^q^^ 
^ divise B{V 2 - V,). Puisque A et B sont premiers entre eux, * ^ 

^ a Près le théorème de Causs. D'autre part, on a degV 2 < deg. ^ ‘ multiple 

d - ^ K, . 0 ou bien 1 ^-V^Oet deg(V 2 M^«^^ 
egré supérieur ou égal à celui d* 'infimes V « V'. ■ 


i (/, 


I? n nul de A est de degré supérieur w - , t 

^^ 0, c'est-à-dire V\ = V 2 et Bi = U>, d'où l'uniaté da 

p 4 ^ u ^éorème de Causs. nous sommes en mesurede trouver tous P°* 

y solutions d'une équation du type AP + 


LETHÉOaÉJ^^ 


iisurt 
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Exercice 

o) Existe-il P,Q 6 Q[X] tels que (X° - l)P 4 (A ,u - 1 )<? = X 2 4 1 ? Si oui, trouver 
tous te» polynômes P,Q 6 Q[X] tels que (X 6 - \)P 4- (A 10 — l)Q = X 2 4 - [ t 
b) Existe-il P,Ç€Q|A'] tels que ? Si oui, trouver 

tous les polynômes P,Q€Q|-V] tels que (AT 1 *- l)P4(X 10 — l)Q =X 3 4X 2 — AT-j 

Répons*. Calculons le plus grand commun diviseur de A*-1 et X I0 -1. Pratiquons 
pour cela l'algorithme d'Eudide. Nous avons 

X'"-\ = (X n - l)X 4 f X 4 - i 
X*-l=«(X 4 -l)X 2 + X 2 -l 
X 4 -l = (X J -l)(X 2 4l) 

et le plus grand commun diviseur de X* - I et A 10 - 1 est ainsi égal à X 7 - {, ^ 
particulier, X 7 - 1 est un diviseur de X rt - 1 et X ,u - 1. Précisément nous avons 
f X«-1-(X*-1)(X« + X*+I) 
lA l ^l-(A*-l)(X"4A 8 + A 4 4A a + l). 

Il s'ensuit que pour tous P,Q € QjX|, A 2 - 1 divise (A c - l)P+ (A 10 - ])Q. 
o| Puisque le reste de la division euclidienne de A 2 + I par A* - 1 est égal à 2, le 
polynôme A' 2 + 1 n'est pas multiple de A 2 - 1. Il n'existe donc pas de polynômes 
P et Q tels que (A* - l)P+ (X 10 - l)Q = X 2 + 1. 
b) D'après le théorème de Bézout, il existe des polynômes U et V à coefficients dans Q 
tels que (X*-l)£/+(X'"-l)K=X 2 -1. Puisque X 3 +X 2 -X-1 = (X 2 -l)(X4l),i! 
existe des polynômes P et Q h coefficients dans Q tels que (A 6 - l)P+(X 10 - 1)Q= 
X a + A 2 - X - 1, par exemple les polynômes P = (A + l)t/ et Q = (A 4 l)p. 
Recherche d'une solution particulière. En utilisait l'algorithme d'Eudide, nous 
avons les égalités 

X 2 -l^X*-l-(X 4 -l)X a 

s A* - I - ((A 10 - 1) - (A 0 - 1)X 4 }X 2 
= (A* - 1)(X* 4 1) - (A 10 ~ 1)X 2 . 

Puisqu’on a (A* 4 l)(X 4 1) = A 7 + A* + A 4 1 et X 2 (X 4 1) = A 3 4 A 2 , on en 
déduit la relation 

<*" - l)(A' r + X‘ + X + 1) - (*“ - 1)(* J + X 1 ) = X 1 + X 1 - X - 1. 
Recherche de toutes les solutions. Posons P 0 = A 7 4 A" 4 A 4 1 et Q a = -X 3 - A 1 . 
Soient P et Q des polynômes à coefficients dans Q tels que 

(X‘ « 1)P 4 (A 10 - 1)Q = X 3 + X 2 - X - 1. 

D'après ce qui précède, il vient (A° - 1)(P - P u ) m. (A 10 - 1)(Ç U - Q), ou encore 
(A 2 - 1)(X 4 + A 2 + l)(P - P 0 ) = {A 2 - 1)(X" 4 A 0 4 A 4 4 A 2 4 1)(Q U - QY 
Il s'ensuit l'égalité (X 4 + A*+ !)</>-fl,) «(X* 4 X«4X 4 4X J 4 l)(Q 0 -<?) Puisque 
A*4 A 2 f 1 et A" + A*-t-A 4 + À' 3 41 sont les quotients respectifs de X a - 1 et A ,ü ~ 1 
par leur plus grand commun diviseur, ces deux polynômes sont premiers entre eux. 
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£ + X* - X - 1 — finalement le, po,^ ^ 

e-*+<r+*+***+w Q .^ 

Où S6Q|X|. En effet, tl «s. dsirque* tel» PdNoovtnftoh.^' 

5. Racine d’un polynôme 

’ 5 o,en. P •* et 0 “ élémenl de K « P es. le polyrf», , 

f* po* PM = A - s 11 exi8,e un enher P 081 " " "1 que p-tur -, + x ™ 

dO on pose P(a) = a„a” + ••• + 010 + 0 ». 
ou Art r r 

u fonction de K dans K qui à tout élément xe K associe />(*) itprae h 
polynôme associée i P. 

La démonstration du temme suivant est immédiate 

bBfitme. Soient P t Q des polynômes et X, a des éléments de K. Alors on a 
(AP){û) = AP(a), (P 4 Q)(a) = P(a) 4 Q(a) et (PQ){a) = /WM 

I Définition 

Soient P un polynôme et a un élément de K. On dit que o est rai» de/ 2 si fla 1-0. 

Proposition . Soient P un polynôme et a un élément de K. U «le * ta «*- 
euclidienne de P par X — a est égal à P(a). 

Démonstration» Posons S = A - a et notons Q le nu L ou bien 

division euclidienne de P par 5. Puisque S est de degré 1, ou »' g t 

\ degH = 0. En tous cas, P est un polynôme constant. D ' aut * P c (fl )» a -a*0, 
; donc P(a) = S(a)Q{a) + R(a). d'après le lemme «« R . P{a) , . 

par suite P(a) = R{a). Le polynôme R étant const 

t èe K. Le nombre a est racine de 

^tolloira. Soient P un polynôme et a un élémen 
p 5» et seulement si le polynôme A - o divise P- 


Plus 


|* Soit n un entier positif- Si P & wrt 
n racines dans K. 
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Démonstration. On démontre ce résultat par récurrence sur n. Si n = 1, jj existe 
o.fr€ K tels que P = aX + fr et a / 0. l-e polynôme P a donc exactement une racine 
dans K : -b/n. Si n ^ 2, alors ou bien P n'a pas de racine dans K (et dans ce cas il 
en a au plus n ), ou bien P a au moins une racine dans K. Supposons que l'élément 
«€ K est racine de P. D'après le corollaire précédent, il existe un polynôme QçKpq 
tel que P = (X - a)Q. Le polynôme Q est de degré n - 1, donc par hypothèse de 
récurrence, g a au plus n - 1 racines. Il s'ensuit que P a au plus n racines. B 

Examples 

Le polynôme X 1 - 2 n'a pas de racine appartenant à Q, mais a deux racines 
réelles : y/2 et -\/2. 

- Le polynôme X* + 1 n'a pas de racine réelle, mais a quatre racines complexes ■ 

1 -t- < 1 - i -1 - i . -1 + i 

yfi' Si' y/2 s/2 ' 

Proposition. Soient a, 6, c E K. On suppose a ^ 0 et l'on pose P — aX 2 + bX + c 
et A = fr 2 - -lac. 

» Si A w'esf pas le carré d'un élément de K, alors P n'a pas de racine dans K. 

- Si A = 0, alors P a une racine dans K ; -b/2a. 

► Si A # 0 et s'il existe fi E K tel que A = fi 2 , alors P a deux racines dans K ; 

(~b + fi)/2a et {-b-fi)/2a. 

Démonstration. Écrivons X 2 + {b/a)X comme le début d'un carré : X 2 + (b/a)X = 

(.V + fr/2a) 2 -6 2 /4a 2 . On en déduit l'égalité P = a({X + fr/2a) 2 - A/4a 2 ). S'il existe 
o € K tel que P(a) on a donc A = 4« 2 (r» + 6/2a) 2 = {2aa -h b) 2 . Il s'ensuit que 
si P a une racine dans K, alors il existe fi 6 K tel que fi 2 = A. 

Réciproquement, supposons qu'il existe fi E K tel que fi 2 - A. Si A = 0, alors fi = 0, 

P = «{A + fr/2a) 2 et P n'a qu'une seule racine dans K : -b/2a. Si A ^ 0, alors 
5 * 0 et I on a P = a(X + (fr -+- fi)/2a)) (X + (6 - Æ)/2a)). Le polynôme P a donc 
deux racines dans K : -(fr + d)/2a et -(fr - fi)/2a. ■ 

I Définition 

Si P est un polynôme de degré 2, le nombre A de la proposition ci-dessus 
s'appelle le discriminant de P. 

Ex«mpl#s 

- Puisque tout nombre complexe a une racine carrée dans C (voir chapitre 3), tout 
polynôme de degré 2 de C(.Y] a au moins une racine dans C. 
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' n* 1 ' ^ nt si son discriminant est positif ou nul. 1 UI * *** 

«t polynômes de degré 2 de Q(X] ^ ^ . 

P *** de racine rationnelle. Par exemple X?- p oil J 0 ™ ** 

«^SlvoïF-S'*»'- 

[ J d‘ ïur 


*^Tpo'y" ôm<? Un ' ,a ’ re e * 2 - SU « » ™ ^ 

si P»X*+rX + * alors ,1 «n» «♦*. afl= , 

P = (X - a)(X - 0) = X 1 ~(o + d)X + aj j. 


Définîtion 

Soient P un polynôme non constant et a un élément de K. On suppose que « 
est racine de P- Le plus grand entier positif r tel que (JY-a) r divise P s'appelle 
l ore/^e de mu/tiphrifé de la racine a dans P. Si r - 1, on dit que a est racine mpk 
de p et si r £ 2, on dit que a est racine multiple de P. 

proposition. Soûwf P un polynôme non constant et a un élément de K. Le nombre 
ln/raci,7mulliplt de P si et seulement si fort « PM = PM = 0. 

Démonstration. Supposons que a es. racine de W le «d*» 
Sexiste un polynôme « tel que P = (X - a)Q. U ptptmUt *"»£ 
P si e, seulement si X - a divise Q. ***■* - - * <*> ' * * “ 

a P s [X - a)<7 + Q, par suite Q(a ) = PW' d ou ,e rÉSüiüt 

Rappelons la propriété suivante qui est une conséquence d j e 

intermédiaires (voir le tome d'analyse) : tout pdynonne 
degré impair a une racine réelle. 

Voici 


ipair a une racine réelle. ^ de polynôme 

énoncé beaucoup plus général conce 

- caste»' * C(X! « “« 

bg gàw do lé* Alombar t-GoUH - *»' ' 

Y**» dans C. 

e ^éorème très important est admis. Sa démonstration 
r exemple celui que nous venons de rapp^ 
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Le théorème affirme notamment que si P est un polynôme non constant à coeffj. 
dents réels, il existe au moins un nombre complexe a tel que P(a) = 0 ; |J résulte 
de la proposition suivante qu'on a alors aussi P(â) = 0. 


Proposition. Soit P e K[X], Pour tout nombre complexe z, on a P{z) = P(z). 


Démonstration. Posons P = a„X n + • * • 4- aiX + où ... sont des 

nombres réels. On a P{z) = a n z n + ■ • • + aiz 4- a 0 et d'après les règles de conjugaison 
(voir chapitre 3), il vient 

P{z) - o n * n + ■ ■ • + a\z -h ao 

— a n z n -f-4- üïT + âü (conjugué d'une somme) 

= z* 1 H-4 «7 4 (conjugué d'un produit) 

= 4- * ■ • + aiz + ûy (car les nombres a t sont réels) 

=m- 


Proposition. Si P et Q sont des polynômes non constants, alors les racines communes 
à P et Q dans C sont les racines complexes de pgcd (P,Q). 


Démonstration. Posons D = pgcd(P,Q). Si a est un nombre complexe tel que 
D(û)= 0, alors on a P(a)=0 et Q(a)=0, car les polynômes P et Q sont multiples de D. 

Réciproquement, supposons qu'il existe a € C tel que P(a) = Q(a) ~ 0. Le polynôme 
X -a divise P et Q, donc divise D ; le nombre a est ainsi radne de D. m 


Appliquons la proposition en choisissant pour P un polynôme de degré supérieur 
ou égal à 2 et en posant Q = P*. On en déduit que les racines communes à P et 
P sont les racines complexes de pgcd (P,/*), c'est-à-dire les radnes multiples de/" 
P. Puisqu'un polynôme possède une radne complexe si et seulement s'il est non 
constant il s'ensuit que P a une radne multiple si et seulement si pgcd (P, P*) est 
non constant Énonçons ces résultats. 


0 

y 


j 

Corollair». Soit P un polynôme de degré supérieur ou égal à 2. U polynôme P a une ‘ 

racme multiple dans C si et seulement si pgcd (P, P) est un polynôme non constant. De 
plus, les racines multiple s de P dans C sont les radnes complexes de pgcd (P, P). 


1 

1 


POLYNÔMES c tUf TO 


k 


et** 


.ioo*»- PfaH< ’ UOnS I '*‘6° riüu "« d'Eudidt I»,, , 

J^A» + 3X* + «*-« + , aJr . + 7 + ^b I *.^ a 

X’ + 3X 1 + 2X J - 4X + 8 = (X - ])(*. + Jr , +wl ^ + « B vi„ 


rf le plus grand commun 

«l ainsi égalât+ 4. 


+ 2 

+ «+«) 

X 3 + 6X 3 + 4X + 8 = (JT»- M . + w ■’W’-w+a., 

.2X* + «-8-(* + W ' W *«+W44, 


-r ° « - * -2X r LY 

X 3 - 2X 3 + 4X - 8 = ( X 3 + mx . 2) 
commun diviseur de X 3 -h3A' 3 +2JC I i y 


Les 

de 

des 


racines complexes communes à ces deux polynômes som dont In 
X 2 + 4, c’est-à-dire 2i et -2t. Puisque Ï’ + Ju,,,. “"““"'f"' 4 

polynômes considérés, X 3 + 4 divise X' + X* + 6X> + .v . ÜT" dm * m 

X +X +8X +4X + 8 = (X , +4)(X , + X+î). 


n «este à calculer les racines complexes de X’+X+Z Udin™™,* 
est égal à -7 et les radnes sont (-1 + .77)/2 et (-l-,yî|/2. 
de X 4 + X 3 + 6X 7 + 4X +8 sont donc 2i, -2i, (-léit/7)/î et (-l-i^J/ 2 . c> 
sont des radnes simples. 


Exercice 2. Le polynôme X 4 -h 4X 3 4- 10X 2 + \2X 4 9 a-t-il une radne multiple 
dans C ? En déduire toutes les racines complexes de X 4 + -LY 1 4 10A’ J -M2A 9. 


Répons.. Posons P = X* + 4 X» + 10 X , + l2X+9.U«rt P=l(X’+5X , sS.Ï.J). 
Pratiquons l’algorithme d’Eudide pour calculer le plus grand commun diràwr d. P 
et P . Nous avons 

X 4 + 4X* + 10X 2 + 12X 4 9 = 

( X 3 4 3A' 2 + 5 A 4 3)(X + D T 2|X* 12.Y + 3) 

X 3 + 3X 2 4 5X 4 3 ^ (X 3 + 2X + 3)(X * D 
el k plus grand commun diviseur de P et P esl “*** ^ * . oT ,? 

^ racines multiples de P dans C sont donc les , * W fT(7j 0 ,| e ptoP* i 
c’est-à-dire -1 + ,V2 et -1 - iy/ï- Puisque le P 0 *^^ J, r=i .ï>»2.ï-«’ 
commun diviseur de P et P, A’ , +2X+3 divise P■ Prfd^ ^me,, ^ * a» 

racines complexes de P sont donc -1 + >^ et 
r *eines est d'ordre de multiplicité 2. 


lOJ 


RACIf* 
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Exercice 3 

a \ Trouver un polynôme P à coefficients rationnels et de degré 4, ayant pour racine 
le nombre y/2 + 

b) Quelles sont les racines de P ? 

Réponse 

a| Prisons r = v'U Æ On a / J = (v/ï+ yft)* = 2 + 2y/2y/^ + 3 = 5 + 2y^v/3, d'où 
(P - 5) 2 = 4 x 2 x 3 = 24 . 

Le polynôme P = (A 2 - 5) 2 - 24 a donc pour racine le nombre ar. De pJ US; p ^ 
de degré 4 et ses coefficients sont des nombres rationnels. 
b| Dans le calcul précédent, les seules propriétés des nombres y/2 et \/3 que nou. 
avons utilisées sont les relations (yÆ) 2 = 2 et (v^) 2 * 3. Comme on a auJ 
(-v^) 2 » 2 et (-1/1)*= 3, on en déduit que 

/’<v/2 + y/3) = P(c/2 - n/ 3) - P(-v^ + y5) = P(- yft - . 

Us nombres V 2 - vâ -v^ + v'âel -v'î-v'Ssont donc aussi des racines de P. 
l'urique P est de degré 1, ses racines sont les quatre nombres v' 2 + v ; 2 s/î- Js 
-v^ + x/î et -Jï - yfi. 


6. Polynôme irréductible 

Pour tout polynôme P€ K [A'] et pour tout élément non nul a€ K, on a P = (\/a)aP 

" V P ° lynômos P° ur lw ’ uel 11 n 'y a («s d'autre factorisation : les polynômes 
irréductibles. La notion correspondante en arithmétique est celle de nombre premier. 

I Définition 

Un polynôme irréductible est un polynôme P non constant dont les seuls diviseurs 
sont les polynômes constants et les polynômes de la forme aP, où a est un 
élément non nul de K. 


Su Pf »sons que P est un polynôme non constant. Dire que P n'est pas irréductible 
s.Knif.e que P possède un d.viseur non constant de degré strictement plus petit que 
ce u de P. Autrement d.t, le polynôme P n'est pas irréductible si et seulement s'il 
t liste des polynômes non constants Q et R tels que P = QR. 

f XilB pli l 

*• Us polynômes de degré 1 sont des polynômes irréductibles. 

” divisibUrZ-'vl PaTcomre Un ^ ly fT de R[X) ' P ui “' u ' U "* 

P" Mi. Par contre. X - 2 est un polynôme irréductible de Q[A'|. 


a* i-otvsoMvs c„„ io 




Soient Q un polynôme non nul e, P un 
Q ou bien P et Q sont premiers entre eux. ^ lrrtt «iMr. Afar, , 


." WI “ 

■' 0 „^ on * T™ D \ P ' US «"*«» d,^ 

1&*L D «' un d,viseur unUaire de P. par sujte *•*» d„ 

^coefficient dominant de P. Dans ce dernier cas, P = <>/o)P , . 

_ rfEüdid*. Soient A et B des po/ynémn „ ull „ 

‘^Twr. Si P divise AB ’ alors P A eu P d, lnse g U P «* ptthpi* 
r rrf“ w 

, ,. avon» montré en arithmétique que tout entier ^ d 

NCI mbres premiers. De même nous allons voir que tout 
J ^ de polynômes irréductibles. *“ ,0U ' - «U» 

Th*or*m.- Soit P un polynôme non constat « uni,dre. ôtors i, exisb M 

*1» positif r et des polynômes tnéduet,blés et uni,sires P,. P r . unique, é pemuZ 

pts.lelsque P = Pf-Pr. 

Démonstration. On démontre l'existence d une rite factorisation par rtcurasm «r 
le degré de P. Si P est de degré 1, alors P est un polynôme ir^^ 
p de degré supérieur ou égal à 2 r notons Pj un diviseur non constant et unitaire de 
P, de plus bas degré. Un diviseur unitaire de Pj est de degré inférieur ou égal à celui de 
p { et divise P, donc est égal 1 ou à Pj. On en déduit que P| est un polynôme irréduc¬ 
tible. Si dpgP=degPi, alors P=P| et c'est fini. Si degF>degP],notonsÇIecpiotient 
de P par Pi. Le polynôme Q est non constant, unitaire et de degré strictement inférieur 
à celui de P. On conclut en appliquant l'hypothèse de récurrence au polynôme Q. 
On démontre l'unicité d'une telle factorisation également par récurrence sur le degré 
de P. Supposons que l'on a P = Pi • Pr. ou r et les F, sont comme dans le 
théorème et aussi P = Qi • - Q tf où s et les Q, sont comme dans le théorème. 
D'après le lenrune d'Euclide, Pi divise au moins 1 un des Q,- Quitte 
k* Qj> on peut supposer que Pi divise Qj. Puisqu e Qi ^ ‘ u Q t 
°on constant, il existe A e K tel que P\ = A Q } . Enfin, les pot. iplpxkjrPu 
“nitaires, par suite Pi = Qi. Si deg P =degPi. al» 5 p ~ Pi „ P[ ■ 

0,1 rondut en appliquant l’hypothèse de técurrenre au quoo" 

n i P eft irréductibU fi 

r °P®*ition. Soit P un polynôme de degré 2 ou 3 . U rdynô 

^ ^terrienf si P n'a pas de racine dans K. 

’ djvise P e* *e quotien* 

^«.♦raHon. Si Paunerarinedans K^-^^p.»^. 

Un Polynôme non constant, d après I hypo 
e Polynôme P n'est pas irréductible. 
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Réciproquement supposons que P n'est pas irréductible. Il existe donc des poly. 
né mes non constants 0 et H tels que P = QR- U vient de* P = deg Q + deg /?. 
Puisque deg P est égal à 2 ou 3 et puisque dogQ et deg/? sont supérieurs 0u 
égaux à I, nécessairement l'un des polynômes Q ou R est de degré 1. Supposons 
par exemple Q de degré 1. On a donc Q = aX + b. où a £ 0. Il vient Q(-b/a) = o. 
Or on a P(-fc/a) = Q(-b/a)R(-b/a ), par suite P[-b/a ) =0. g 


Rtmorqui 

Un polynôme irréductible de K [.Y] et de degré au moins égal à 2 n'a pas de racine 
dans K : cela résulte de la première partie de la démonstration précédente. Mais 
attention, la réciproque est fausse : un polynôme de degré supérieur ou égal à 4 
peut fort bien ne pas avoir de racine dans K et ne pas être irréductible dans K [JY], 
Par exemple, le polynôme (X 2 + I) 2 de R[X] n'a pas de racine dans R et n'est pas 
non plus irréductible. 


S «"*<*« « P es. un po lyn . 

- 2 n'a pas de racine dans Q. 

i*** X 3 '2 «*' U po'ynô-ne irréductible de Q|*] ? 
poiy* 1 


«v 


**^Ü!itnôme X 3 - 2 a une seule racine réelle, H ,, 

oJ U f> ^2 n'appartient pas à Q. Raisonnons par Kabsunie supposon dé ° 1 ° nÜttr 

djns n> «I mult, P l * de 3 * l ” P ° Mm * 2 d “ ^ « «"SFU H 3 
(voir paf! e 200 P°" r '* d<firaBon dt ''"P* 4 "»- donc il y. «rtndkfc* 

.■Puisque X J -2 «' de s * * P» * r«ne danj Q, on m déduit «u 
’ y 2 est un polynôme irréductible de Q|X|. ^ 


Pour terminer, voici la liste des polynômes irréductibles de C[XJ et de R [XJ. 

Théorème , Les polynômes irréductibles de C[X] sont les polynômes de degré 1. 

Les polynômes irréductibles de R[X) sont les polynômes de degré 1 et les polynômes de 
degré 2 dont le discriminant est strictement négatif. 

Démonstration. Soit P un polynôme irréductible de C|X]. D'après le théorème 
de d'Alembert-Gauss, il existe a 6 C tel que P(a) = 0. Le polynôme X - a est donc un 
diviseur de P. Puisque X - a est non constant, on en déduit qu'il existe un nombre 
complexe non nul A tel que P = A(X - a). Le polynôme P est donc de degré 1. 
Puisqu'un polynôme de R(X) de degré 2 dont le discriminant est strictement négatif 
n'a pas de racine réelle, c'est un polynôme irréductible de R(X]. 

Réciproquement, soit P un polynôme irréductible de R[X) de degré supérieur ou 
égal à 2. D après le théorème de d'Alembert-Gauss, P a une racine complexe a. 
Montrons que l'on a o / J en raisonnant par l'absurde. Si a — â, alors le nombre 
complexe a est réel, donc est une racine réelle de P. Il s'ensuit que X - a appartient 
à R[X] et divise P, ce qui est impossible puisque P est un polynôme irréductible, 
de degré supérieur ou égal à 2. Ainsi nous avons a ^ â. 

Puisque a est racine de P, il existe Q € C[X] tel que P = (X - a)Q. D'autre part, 
le polynôme P est à coefficients réels, par suite on a P(â) = P(a) = 0, Il vient 
0=P(â) = (â-ef)Q(d) et donc Q(â)=Q, puisque 5-a^0. Ainsi <ï est racine de Q, ce qui 
signifie que X -d divise Q. Finalement le polynôme S = (X-a)(X -a) divise P. Or 
on a S = X 2 - (a +d)X + fal 2 , par suite S est un polynôme à coefficients réels. Enfin, 
puisque S est de degré 2 et n'a pas de racine réelle, 5 est un polynôme irréductible 
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la décomposition de X 4 +1 en produit de polynômes irréductibles et 
unitaires de B|X). 

WQuefc sont les polynôme* unitaires de degré 2 de R[X] qui divisent X 4 +1 ? 
il Montrer que X 4 + 1 est un polynôme irréductible de Q|X|. 

ÎÏ^Tnôme X 4 + 1 n'a pas de radne réeife. donc *• + » edbH***- 
polyraûrnes unitaires, «réductibles e. de degré 2 * JW-«£ £ 

ST-dbu, d'un carré : X< ♦ 1 = (X* + »’ - 'J— * * ’ ' 

produit de polynômes irréductibles et unitaires de R[X| »< dc« 

X‘ + l = (X* + Xy/l + DIX’ - *&+ »■ 

b] Soit P un polynôme unitaire de degré 2 de RtX| qui J'jJ. patiat lus 

p ... P„ ** '■ - > 

des facteurs irréductibles unitaires de . ' „ 

p=x 1 +X 1 / 5 +1 «■ psX ’- x **; , +lPaB1| * 

, dijif] qui liixise A ’ 

c) Supposons que P est un polynôme unit *“* * on a de<F 

P n'a pas de radne rationnelle, on a yi O.J de degré 1- 

v JZ. * X. *, ^ e -*' ,j> 

Si P était de degré 2, alors d'après U * T * + j 

ou X 1 - XV5 + 1, ce qui n'est P 4 *and <****<?* 

On en déduit que P = louP = X + • 
est un polynôme irréductible de Q[Xj- 
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?r u ™r la décomposition de A' 4 - 2 en prodoit de polynômes irrfducfib.es et 
unitaires de R[X|. Quels sont les polynômes unitaires de degré 2 de R|X] qui 
divisent X* — 2 ? 

b| Montrer que A 4 - 2 n'a pas de racine dans Q. 

«I Montrer que A 4 - 2 est un polynôme irréductible de Q|X|. 


_ 2= (*»- VÜ)(A' + y/i) = (IA - ^)(A + -y2)(A 4 + V2). donc la 
factorisation de .V 4 - 2 en produit de polynômes irréductibles et unitaires de R[JT) est 
JY 4 -t«(X-^)(X+^)(X 2 + v^). 

Soit P un polynôme unitaire de degré 2 de R[X] qui divise A 4 — 2. Si P n a pas 
de racine réelle, alors P est le facteur irréductible unitaire de degré 2 de X‘ - 2, 
c'est-à-dire P = X* + \/2. Si P a une racine réelle, alors P est produit de deux 
polynômes de degré 1 à coefficients réels et nécessairement P = (X - ^2){X + \/2). 

b) Puisque les racines réelles de A 4 -2 sont V 2 et - n/2, il s'agit de montrer que \/2 n'ap¬ 
partient pas à Q, Raisonnons par l’absurde : supposons qu’il existe des entiers positifs 
n et b tels que v^2 = a/b. Il vient a 4 = 2b 4 . Or l'exposant de 2 dans a 4 est multiple 
de 4 et l'exposant de 2 dans 2 b* est congru à 1 modulo 4, donc il y a contradiction. 

c) Puisque A' 1 — 2 n'a pas de racine dans Q, ou bien A 4 — 2 est un polynôme 
irréductible de QfAJ, ou bien A 4 - 2 est produit de deux polynômes unitaires, 
irréductibles et de degré 2 de Q(Xj. Mais dans ce dernier cas, les seuls facteurs 
possibles d'après (a) sont les polynômes (A 3 + \/5) et (A 3 - >/2) qui ne sont pas 
à coefficients rationnels. Par suite A 4 - 2 est un polynôme irréductible de Q[A). 


Exercices 

1. Soient P et Q des polynômes de K(X]. 

o| Montrer que si les polynômes P + Q et P — Q sont constants, alors les polynômes 
P et Q sont constants. 

b) On suppose le polynôme P 2 — Q 2 constant et non nul. Montrer que les polynômes 
P et Q sont constants. 

r 

2. oj Montrer que tes polynômes A 4 + 1 et X 3 -f L sont premiers entre eux. 

b) Trouver tous les polynômes U et V de Q[X] tels que (X 4 + l)£/ - (A 3 +1) V = 2. 
d Trouver tous les polynômes PeQ[A] tels que X 4 + l divise P et A^+l divise P-2. 

3. a) Calculer le plus grand commun diviseur de A 21 + 1 et A 15 + 1. 

«Démontre, qu'il existe des polynômes U.V 6 Q[X] uniques tels que 

(A + 1)1/ - (X I5 + 1)V = X 3 +1, degl/ < 12 et degV < 18. 
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b 


ün ne— -mplexe non nu. et n k des ^ ^ 

* , p quotient et r le reste de la division eudtdienne de n JT 
Je la division euclidienne de A" - a» par _* 

_«')• 

A le plus 6«od commun dtvtseur de n et 1. Montrer que le „ llv1 
« N ° tDP J ivîeu» de X" - u" et X‘ - o‘ est égal à A 4 - * * 

^ un polynôme à coefficients réels. Notons R le reste de la division eud, 
J ^ P 1 P par X 2 + l- Montrer que R{t) = P(,). En déduire que A 3 +1 dnos, 

**%»!*** m-°- 

P 9 . entiers positifs n le polynôme A n + 1 est-il multiple de .Y 3 +1 ? 

y four <l uel5 

rtômes X 6 + X 4 et X 25 - X + 1 ont-iis une racine commune dans C ? 

P° y polynômes X 8 + X 4 et A“ - A +1 sont premiers entre eux. 

y Montrer que « Y ’ 

o t O les polynômes de R{ A) définis par P = 2A 4 - 2A 3 + 3.Ï 3 - A +1 
'■^ x 4 _X 8 + 3X 2 -2X + 2. 
dl Calculer le plus grand commun diviseur de P et Q. 
y F ctoriser P et Q en produit de polynômes irréductibles et unitaires de R[X). 

t Trouver les racines complexes du polynôme A 1 - (3 + 4t)X - l ♦ 7i. 

S.soit n un entier supérieur ou égal à 2. Posons P = 1 + X+ y + - + 
oJCalculer P — P ** 

N Montrer que toutes les racines complexes de P sont simple* 

flO.Soit P le polynôme de R[X\ défini par P = 2X s + 5** + 8 * + 7 ^ rt 
aj Combien le polynôme P a-t-il de racines multiple* dans j 

b) Factoriser P en produit de polynômes irréductibles et 

i d •» sort 1« racines 

H-Soit P un polynôme de K[X] de degré 3 et unitaire. - a 0 + d + 7 = 

\ complexes de P et si P = AC 3 -f aX ÿ + bX + c# montrer que 

| a0 + o-y -p 0 7 ~ & et = -c. 

| ,iSoi t P le polynôme de R[A) défini par P = Af 4 + X 3 -rA + 3 
| 0, ^ On lrer que P n'a pas de racine réelle. 

^ ** polynôme P est-il un polynôme irréductible de irt *ductiWe* «< 

\ 13 q} Fa ctoriser A 4 + X 2 + 1 et X 4 - Af a + 1 en * ** 7 
uni ^ires de R[A], 


L u J • . aH UC tiWe & ® A 

°ntrer q Ue x x _ A 3 + 1 est un polynôme ir 
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14 . Soit P le polynôme de Q[-Y] défini par P — X ^ 

o| Soient p un entier relatif et , un entier positif tels que pgcd(p.q) = 1. Montrer 
que si p/q est racine de P , alors q = 1 . 

b) Montrer que P n'a pas de racine rationnelle 

c) En déduire que P est un polynôme irréductible de Q[X]. 

15. Soient € K et P = X ' 1 + oX 3 + bX 2 + aX + 1. 

o) On suppose que 1 est racine de P. Montrer que (X - l ) 2 divise P et calculer 
le quotient de P par (X — l) 2 . 

b) On suppose que -1 est racine de P. Montrer que (X + l ) 2 divise P et calculer 
le quotient de P par (X +1) 2 . 

16.Soit (P rt ) la suite de polynômes de Q[X] définie par Pq = 2, Pi = X et 
i p n+l = XP n - P„-i, pour tout entier positif n. 

a) Calculer P 2 et Py. Montrer que P n est un polynôme unitaire de degré n, si 1 . 

b) Montrer que pour tout x G C, x ^ 0, on a x n + = fn(y), où y = x + -. 

c) Soient a, b 6 K et P = X 4 -f aX 3 + bX 2 + aX + 1. Montrer que pour tout x € C, 

x ^ 0, on a P(x) = x 2 (y 2 + ay + b — 2), où y — x + -. 

x 

d) Trouver les racines complexes du polynôme X 4 — 2X 3 — X 2 — 2X + 1. 

17. Soient a,b,c des nombres complexes, P = X 3 + uX 2 -f 6 X -j- c et a, 0, 7 les racines 
complexes de P. On considère le polynôme Q = (X - £p) (X - J3 2 ) (X - 7 2 ). 

a) Montrer que Q(X 2 ) = -P(X)P(-X). En déduire Texpression des coefficients 
de Q en fonction de a, b et c. 

b) Calculer Q lorsque P — X 3 - X + 2. 

18. Soit q la racine cubique de l'unité de partie imaginaire strictement positive. Trouver 
un polynôme P € Q[X] unitaire, de degré 4 et tel que P(i + a) « 0. Quelles sont 
les racines complexes de P ? 

19. Notons E l'espace vectoriel des polynômes à coefficients réels, nul ou de degré 
inférieur ou égal à 3. Soit f : E ~ E l'application qui à tout polynôme P g E 
associe le reste de la division euclidienne de XP par X 4 - X 2 - 1 . 

a) Montrer que l'application / est linéaire. 

b) Écrire la matrice de / dans la base (1,X,X 2 , X 3 ) de E 
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a|X1 - E- W“«“ «w r» m - w „,,„ mJWi)| 


pour 


polynôme 


t&pe ri*! . ...... 

tout r c ^ ue |' a pplicahon / est linéaire. 

MOntfer ^ P aPPartiem à Ka/ Si 
f impie de (X - 1)<X - m - m - 4). 

? i le sous-espace vectoriel de R[X] formé des polîmes nul ou de de* 
J 50,1 . ur ou égal à 3 et soit g : E - R 4 l'application dé&tie par 3 (P, = / r P) 

'‘'tort P &E - Montrer *) ue ,,a PP Ucation » est linéaire et injecüvc. En déduire 
P° ur to us nombres réels a,b,c,d, il existe un unique polynôme P e E M 
rtU ^ (1) = a( P(2) = b, P(3) = c et P(4) = «f. 


/ 


que 

e t b des nombres réels. Pour tout entier positif n, on note E n le sous-espace 
fl. Soient “ ^ f orm é des polynômes nul ou de degré strictement inférieur à n. 

veC tone Jes éléments suivants de Ei * Ez : 

^ note ei,€2i e 3> t4 ’ 3 

e| = (l,0), e 2 = (x,0), es = (0,1), e, = (0,.Y). ej = («,*’). 

, , un polynôme de degré 3 de R[A'|, B un polynôme de degié 2 de R|.Yj et 

&x £ 3->£5 l'application définie par /(RQ)=.4P+BQ pour tout (P,Qm<b- 

,| Calculer le déterminant de la matrice 

b 0 a 0 0' 

a 6 0 a 0 

0 a 3 0 a 

1 0 0 3 0 

,01003- 

b) Montrer que (ci, 62 ,e 3 i e 4 » e s) *** 11116 ^ ase ^ 

c) Montrer que l'application / est linéaire. ^ Montrer 

On suppose que les polynômes A et B ne sont p^P 
que le polynôme constant 1 n'est pas dans limage ^(j»q)€K« 7 - 

•) On suppose que les polynômes A et B sont premiers 
Montrer que B divise P, puis que P = Q ~ ^ poiynforKS * * & 

fl Montrer que l'application / est bijective si et seule 
80114 Premiers entre eux, . ü ^trire de / dan5 

suppose A = X 3 + oX + b et B = 3X 2 + a - CaaJ 
bases Ke 2 ,e 3 ,e 4 > e 5 ) et dans C si ^ 

k| Montrer que l e polynôme X* + «* + * * " 

^“lement si l'on a 4a 3 + 27b 2 = 0. 
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21 a) Montrer que -V 1 - 2 est un polynôme irréductible de Q[A'J. Quelles sont | w 
racines complexes de .Y 3 - 2 ? 

b) Soit a t C une racine de Y 3 - 2. 

PI Soit P 6 Q[Y) un polynôme tel que P(a) =* 0. Montrer que P est multiple de 
Y 3 - 2. 

pi} Soient p, y, r € Q. Montrer que si p + qa + ra 2 = 0, alors (p,q, r) = (0,0,0). 

23. Cet exercice utilise le résultat de l'exercice 22. 

Posons a - $2 et j = -(1/2) + (vÆ/2)i. Soient />,</, r des entiers qui ne sont p as 
tous nuis et soit P - p + qX + rY 2 . Posons a = P(a) et b = P0'a)P(j 2 r*). 
al Calculer f et 1+ j +j 2 . 

b) Montrer que les nombres a et b sont différents de 0. 

c) Montrer qu'il existe des entiers u, v , w tels que 6 = n + va + im 2 . 

d) Calculer ub. En déduire que ah est un entier. 

1 _ P 2 ~ 2 gr + (2r 2 - ?*/)<> + {g* ~ j>r)a 7 

p + qn + ra 2 p 3 + 2$* + 4r J - G pqr 


•) Montrer que l'on a 


Quelques réponses ou indications 

■<- o| On * .Y" - «" = (X** - «‘’),Y r + a*«.Y r - D’autre part, X - a* divise .Y» - a*«, 
donc Y* - a* divise X kq - a kq . 

5. o] Il existe a,6 e R tels que H — aX + b, donc R = 0 si et seulement si /?(*) = 0. 

6. b) Appliquer (a) pour montrer que le pgcd de ces polynômes est égal h 1. 

7. o| pgcd (P, Q) = A' 2 - X + 1. 

b} On a P - (A' J - X + l){2aY* -f 1) et Q (AT 1 - X 4- 1)(A" 3 + 2). Vérifier que ces facteurs 
de P et Q sont des polynômes irréductibles de R J AT]. 

8. Se reporter au chapitre 3 pour trouver une racine cariée du discriminant. 

9.o)Ona P-/* = —. 

ri! 

bfSI P et F avaient une racine commune a e C, alors a serait aussi racine de P-F. 

12. a) Étudier les variations de la fonction qui â tout x € R associe F(x). 

b) Non car les polynômes irréductibles de R [AJ sont ceux de degré 1 et ceux de degré 2 
dont Je discriminant est strictement négatif. 

13 bl Procéder comme pour le polynflme X' + 1 qui a (ail l'objet d'un exercice dans le cours. 
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i 

. racine de P. on a (p/?)’ - (p/,)’ -2=0. Mutent 
^ P» =0. On en déduit ï(p+V)=p\ „ J 

Mü ^ r <0 ' + 2> Y + ^ 

répond est U 

t?W j-l et donc 1 + n + o 3 = 0. Poser t = » + û 

n?* 1+2^. Le polynôme demandées! P-(Jf>+Jf)» +( i +M)1 • 

f + ‘ + s et -« + «• r 

' rOOOlT 


jort 

p bl La matrice est 


10 0 0 
0 10 1 
0 0 10 . 


, rlim E = dirn R‘. L'application linéaire g étant injectée, elle est bijectiw. 

ÿcjOnaa» 11 *- 

3 l. 0 | U déterminant est égal à 4o 3 + 27t 2 . 

e ) Utiliser le théorème de Gauss. 

|)0n a dim(£a x Es) = dim Es, par suite l'application linéaire / est bjeetive si et seulement 
si elle est injective, si et seulement si elle est surjective. 
gJCest la matrice de (o). 

q Les racines multiples de ,Y 3 + n.Y+l> sont les racine, omfm* 
seurde .Y J + n.Y + 6 et de son polynôme dérivé, fest-i-du*3.Y +«.UlilMfal(®|ftlgf«W 

a oj Voir un exercice traité dans le cours. Soit j la racine cubique*) unité de w ‘S> 
strictement posiHve. Les racines complexes de .V - “ nl * cornunt 

b)|i|Soit D = pgcd(P, X 1 - 2). Montrer que n est raone de ü. d» 

Or D divise le polynôme irréductible Y 3 - 2. En d u,re ^ 

|ii) Appliquer (i] au polynôme p + qX + rY • ^ ^ j é t «n 

23. a} Le nombre complexe j est une racine cubique de I unité, dune j 
en déduit l'égalité 1 + j + j 2 = 0* 

Utiliser le résultat de l'exercice précédent. 

4 On a ul!> = p 3 + o q 3 -p 4r 3 — Gpqr. 
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Chapitre 11 

Groupes 


Définitions et règles de calcul 

Définition 

Soit G un ensemble non vide. On dit que G est un groupe s'il existe une opération 
dans G, notée *, ayant les propriétés suivantes : 

► pour tous x, y, z 6 G, on a (x * y) * z = x * (y * z) et cet élément se note x*y* z 

► il existe e G G tel que e*x = x*e = x pour tout x e G 

- pour tout x e G, il existe l'ëG tel que x * x' = x' * x = e. 

Soit G un groupe. L'élément e tel que e*x = x*e = x pour tout x € G est unique 
et s'appelle l 'élément neutre de G. En effet, si e' est un élément de G vérifiant la 
même propriété, il vient e = e * e' — e'. 

Si x est un élément de G, l'élément x' tel que x * x 1 = x’ * x = e est unique et 
s'appelle le symétrique de x. En effet, si x" est a priori un autre élément de G tel 
que x * x" = x" * x = e, il vient x' = x' * e = x' * (x * x") = (x' * x) * x" = e * x" - x". 


E Définition 

Soit G un groupe. Si l'on a x * y = y * x pour tous x, y € G, on dit que le groupe 
G est commutatif. 

Exemples 

’iLes ensembles Z, Q, K et C munis de l'addition sont des groupes commutatifs. 

L élément neutre est 0 et le symétrique de x est —x. 

2) Les ensembles Q\ {0}, R\ {0} et C \ {0} munis du produit sont des groupes 
commutatifs. L'élément neutre est 1 et le symétrique de x est l/x. 

3 > s * K est Q, R ou C, un K-espace vectoriel muni de l'addition est un groupe 
commutatif. L'élément neutre est le vecteur nul et le symétrique du vecteur v est v . 
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. „ ..or ou C l'ensemble des polynômes K[.V] est ü „ 
il En particulier, si K es , Qn L ^| éme nt neutre est le polynôme nul et 

groupe commutatif, muni de ^ 

te symétrique du polynôme P est f • _ „ . , 

asJ „ un entier supérieur ou égal S 2 . Si K est Q, R ou C, mun, du produit, 
^ ^ensemble des nul*» inversibles de M.(K) es. un groupe non commutatif. Ce 
groupe s'appelle le groupe h» et se note GL„(K). L élément neutre est la matrice 
U eue symétrique de la matrice /I est A ~'. Au chapitre 5 nous avons vu q u ' une 
matrice carrée est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. Le groupe 
GL tj (K) est donc l'ensemble dos matrices de H,(K) de déterminant non nul. 

6 ) Soit" E un ensemble non vide. Muni de la composition des applications, l'ensemble 
des bijections de E sur E est un groupe qui se note .P(E). L'élément neutre 
est l'application identique ïd E et le symétrique de l'application / est la bijection 
réciproque / ’. Nous verrons au paragraphe 4 que si l'ensemble E a au moins 
trois éléments, le groupe Sf(E) n'est pas commutatif. 


Dorénavant, lorsqu'on étudiera les propriétés d'un groupe G général, l'élément x*y 
sera noté plus simplement xy et appelé le produit de x par y. L élément neutre sera 
noté 1 et le symétrique de i sera noté x 1 . 

Mais attention, cette notation multiplicative ne doit pas faire illusion. Comme nous 
l'avons vu dans les exemples (1), (3) et (4), l'opération dans un groupe peut être 
l'addition, notée alors + et dans ce cas, l’élément neutre est noté 0 et le symétrique 
de x est noté -x. 

Remarquons que si x,y sont des éléments de G tels que xy = 1 , alors on a y — x” 1 , 
égalité qui s'obtient en multipliant à gauche par x -1 . 


Notation. Soit G un groupe. Pour tout x € C?, on pose x° = 1 et pour tout entier 
positif «, on note x n le produit de x n_l par x; de plus on pose x" n = (x^ 1 )". 


Si x est un élément d'un groupe G , on a pour tous entiers relatifs n et k 
x n x k = x n+k et (x n )* = x nfc . 


Proposition. Soient G un groupe et x,y des éléments de G tels que xy = yx. Alors 
on a (xy) n = x n y n pour tout entier positif n. 


Démonstration. Démontrons par récurrence que l'on a xy n = y n x et ( xy) n = x n \ 
pour tout entier positif », Par hypothèse, la propriété est vraie lorsque n = 1. Soit n i 
entier supérieur ou égal h 2 . Supposoas que la propriété est vraie pour l'entier n- 
Il vient xy n »(xj,"' ' Jj, = {y n ~ , x)y=y n -'(xy)=v"~ 1 (yx)=y n x et 
(* y )xy - x n \y n 1 x)jj = a ,r *“ 1 (xy n ' 1 )y « x n y n , ce qu'Ü fallait démontrer. 


W CROUPES - Chap n 


<. 


de s 


propriétés définissant un groupe C, voici ^ 


P 0u r calcul,, 


ifjon. Soie* G un groupe te ^ 

9 ^ ^implication 6 (xy - zz) => y z rt {yxstr ^ 

O* 11 =y~ l x ■ 


,0” 
.0* 


i (*»>' 


«)=*» = 


1 / = «. 


Si 1 on a xy — iz, multiplions à eaurb. u 
non* „ vient i-'(iy) = i~'(zz), ou encore membre de 




déduit y = z. Si yx = ZXf alors 


‘^cette égalité par x" 1 , on obtient y = Zr 

= Al/y ~' )X " = Xl *‘ l = = 1 H s'ensüi 


encore f*-»,,‘~ 
ors «i muitjpi' 1 Fuisqu, 
à ** chaque 

s'ensuit (fl ,)- 1 = r i r , # 


^SûUS'9 rou P es 

ÿi, G un B" 31 * 1 *' 

1 définition 

Soit H une partie de G. On dit que H est un sous-groupe de G si 1 e H et ù 
pour tous x, y € H, on a xy e H et x' 1 e H. 


5 oi( H un sous-groupe de G et soit x € H. D'après la définition, le produit jx-i 1 
appartient à H et plus généralement, pour tout entier positif k, l'élément x k appartient 
à H Puisque 1 ÇlH et x _l 6 H, on en déduit que pur tout entier n eZ, on a z" € H. 


Proposition. Soit H un sous-grvupe de G. Muni de h même opération que G. H est 
un groupe. 

Démonstration. D'après les règles de calcul dans G, on a pour tous x.y,z € H, 
(ry)î = x[yz), x\ = lx = x et x' 1 ! = x*' 1 = 1- H s'ensuit que H est un groupe. ■ 


Grâce à 


cette proposition, nous allons pouvoir obtenir de nombreux groupes 

«mple 1 . u produit de deux nombres réris ^ 

“ mf et l'inverse d'un nombre réel strictement positif est s ^ R ^ 0 ). 

“u nombre réel strictement positif, donc 10 ,+x[ ^ 

**mple 2. Notons U l'ensemble des nombres comp w| ; l le produit de 

Z K n0mbre s «diplexes de module 1 est de £ C\{0). 

° mblç «.mplexe de module 1 . Far suite U est un sou^I* 
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Exemple 3. Pour tout entier » supérieur ou égal à % notons U» l'ensemble de* 
racines n-ièmes de l'unité, c'est-à-dire l'ensemble des nombres complexes r tels que 

Si .-eu,,, alors |*|" = 1, donc |j|=1. H s'ensuit que U„ est une partie de U. On a leU n . 
De plus, si ,i et b sont des nombres complexes tels que a'*=1 et b n -l, alors on a (ûti)" = 
a"6"=I et ( )" = 4 = I. donc nfceU,, et l/«eU„. Ainsi U„ est unsous-groupe de U. 
Au chapitre 3, nous avons vu que les éléments de U n sont les nombres complexes 
de la forme <os(2 kx/n) + isin(2iir/n), où k est un entier compris entre 0 cl n - ] 
Le groupe U„ a donc n éléments. 

Si l'on pose Ç = cos(2ir/n) + ism(27r/n), alors d'après la formule de Moivre, on a 
axs(2^/M) + isin(2Jlff/n)=< fr . Les éléments du groupe U„ sont donc 1,Ç,C 2 .<«->. 

Exemple 4. Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Si K est Q, R ou C, notons 
SL„(K) l'ensemble des matrices de M n (K) de déterminant 1. Puisqu'une matrice 
de déterminant non nul est inversible, SL„{K) est une partie de GL n (K). On a 
det/„ = 1, par suite /„ appartient à SL„(K). D'autre part, si Â t D sont des matrices 
de déterminant 1, il vient det(/lZ?) = (det/l)(det D) = 1 et dct(yl~') = 1 /cietv4 = 1. 
On en déduit que SL„(K) est un sous-groupe de GL n (K). 

Exemple 5. Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Au chapitre 8, nous avons 
défini les homothéties et les translations : ce sont des bijections de R n dans R n . La 
bijection réciproque de la translation de vecteur v est la translation de vecteur —v. 
La bijection réciproque de rhomothétie de centre O et de rapport k ^ 0,1 est l'homo- 
thétie de centre O et de rapport l/k. De plus, nous avons montré que la composée 
de deux translations est une translation, que la composée de deux homothéties est 
ou bien une homothétie, ou bien une translation et enfin que la composée d'une 
translation et d'une homothétie est une homothétie. Puisque l'application identique 
de R n est la translation de vecteur nul, il s'ensuit que l'ensemble des homothéties 
et translations est un sous-groupe du groupe «^(R* 1 ). 

Exemple 6. Si a € N, notons aZ l'ensemble des entiers relatifs multiples de a. 
L'ensemble aZ est un sous-groupe de Z. En effet, 0 est multiple de a et si z et y 
des entiers relatifs multiples de a, alors z + y et — x sont multiples de a. 

Dans l'exemple 6, nous venons en fait de trouver tous les sous-groupes de Z : c'est 
ce qu'a/firme la proposition suivante. 

Proposition. Une partie H de Z est un sous-groupe de Z si et seulement s'il existe 
a € N tel que H = aZ. 


2M CHOMES Cf ur 11 


{°>- 11 cxis,e donc un «Kment 
.Troupe de Z, on a aussi -h ç. u . * que 

?■ cet t 

h et " hr e fin» d ent,erS P° s,tlfs inférieurs ou a Positif. p uivi 

qtt' uïl R entier poMl. Notons* a. Risque H «?£“ ^ 

y fa, H <°" ,icnt tOUS ,eS mu,tiples d * “On a * 2 co^ 

r*** „ Notons q le quotient et r le reste de le divisé US,0n C " 

* ron a« »<'<«• P^sque , et 0 ,%£***' 
reHet 0<r<«. définirionde a , 

0° 3 le àe a ' autrement dit x G aZ. Nous avons ainsi montré Cnher 1 tstdoT « 
fl ' ultlp tient à flZ, c'est-à-dire que l'on a H c ûZ Ou W SU€ t0ut élél *ent de 
jf apP art,en Ceb l'égalilé U = dL . 


j Honr» ornor P^ ,smes 

péfin ^* 011 

Soient G et G' des groupes. Notons . l'opta*» dans G et / roptata dans 
g. Un homomorphisme de G dans G' est une application / : G - G telle que 
* y) = /(*) *’ f(v) pour tous x,y e G. 


Exemple 1 • La fonction exponentielle est un homomorphisme du groupe R muni 
de l'addition dans te groupe R \ {0} muni du produit En effet, puisque cxpi n’est 
jamais nul, cette fonction prend bien ses valeurs dans l'ensemble R\ (0), et l'on a 
^{x + y) = (expx)(expy) pour tous nombres réels x et y. 


i 

* 

1 


Exemple 2. Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Dans l'exemple 3. nous avons 
montré que l'ensemble U n des racines n-ièmes de l’unité forme un groupe pour la 
multiplication. Posons ( = cos(27r/n) + isin(2ir/n}, de sorte que I on a £ € U„- 
Soit /:Z— »U n l'application définie par /(*)=<* pour tout ^Z.Aio^/est ^homo¬ 
morphisme. En effet, pour tous entiers lc,fc*€Z, on a /(k+k *)—C ~^ 

Dans l'exemple déjà cité, nous avons aussi montré que l on a U ft - {1 • -C ^ 

U n est donc constitué seulement des puissances de (d exposant 

de k par n : en effet, on a fc = nq + r, donc Ç k -C “ ^ ' 

^position. Soient G, G’ dts gro«î« * ° *“ ^ ^ 

<"• « /( 1) = 1 et /(x-t) = (/(l))' 1 |»“ r ,0 “ l i€G ‘ 
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Démonstrotion. Dans G, on«X* " ïvintdLi l^) = /(l7/(n 

?e%ali,r P a; /(!>. ce qui es. permis d'après la dernière propos^ 

du paragraphe 1, nous = /(1) „ 1 . Puisque / es. un homomor- 

phismedeC dans G', on en déduit /<*>/<*") = *' L ’«“ H*~') es. donc l e 
symétrique de /(x) dans G. ■ 


Proposition. Soient C.G',C" des groupes, f un homomorphisme de G dans G' et f un 
HomZrphhme de G' dan. G". Mors le composé f’°f es, un homomorphisme de G dans G». 


Démonstration. Soient * et y des éléments de G. On a /(*») - /(*>/(«. par 
suite /'./(*,) = /'(/('»)) = /'(/(*>/(»)) = fV(x))nm- n 


I Définition 

Soient G et G' des groupes. Un isomorphisme de G sur G est un homomorphisme 
de G dans G’ qui est de plus une application bijective. 

Exemple. La fonction logarithme est un isomorphisme du groupe ]0, +oc( muni 
du produit sur le groupe R muni de l'addition. En effet, la fonction Log est une 
bijection de |0,+cc| dans R et l'on a Log(xy) = Logx + Log y pour tous nombres 
réels j :,y strictement positifs. 

Puisqu'une composée de bijections est une bijection, on en déduit qu'un composé 
d'isomorphismes est un isomorphisme. 


^tent A et i aes ensembles tel, m 
/(X)- Démontrer que uo,o U -i e ' sle * 

i* ) :'y(- V > -* W ï^ m r définie Par /(„ 

H &l X ). M° ntrer £ > ue f *** un ^«orphi^e ' ,= 

if», K ;6 '” P “ W) “ m ‘—fc 

*ép° l ' ,e 


"'•“a- 1 

P°“r tout 


^^Inlication “ ° * ° “ ‘ a Y comme ensemble de a*, 

* J* ou- la composée de troisbijecdons, donc ^ 

est une bijection de 1 sur Y, c’est-à-dire un élément de /m"”' *“** *«««-' 
■ lien, a et s' des éléments de é? [X) . „ vient ^ 1 

/(s) o /(»') = (u o s o U' 1 ) o ( K 0 0 , 

application / est donc un homomorphisme. ' 9 >' 

,\ Comme en (o), si t e Y), alors u* 1 o t o u ç .7(X), Notons „ p* i- - 

dans snx) qui à tout élément t £ &(Y) a*» e 

9 o f(s) =g(uoso tT 1 j = u~ l c (u o a o u 1 ) o B 


^(u- 1 o tt )osû{ u -‘û U ) :sid¥0ioidj(=i 
fl vient donc go f = id./ w , De même, on démontre que / o ff = id* K ,. D emsuit 
que / est une application bijective. L'application / est donc un isonKffph^e de 
<?(X) sur . r S{Y), par suite les groupes &[X) et J(Y) sont isomorphes. 


4. Le groupe symétrique 

Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Notons (l,2,...,rï) l'ensemble des n 
premiers entiers positifs. 


Proposition. Soient G, G' des groupes et f .G-> G* un isomorphisme. La bijection 
réciproque f~ l est un isomorphisme de G 1 sur G. 

Démonstration. Au chapitre 2, nous avons montré que f~ l est une application 
bijective. Ii suffit donc de démontrer que f~ l est un homomorphisme de G dans . 

G. Soient x', \f e G. Puisque / est un homomorphisme de G dans G, on a 
/{/"*(*')/"V)) = D'autre part, par définition de la bijec¬ 
tion réciproque, on a =x > , f(f~ l (y f )) = t/ et X Y =/(/ _1 ( X V))- ^ 

en déduit /(/“ 1 (x , )/~ I (y')) = xV = /(/ -1 ( X V))* L'application / étant injective, il 
s'ensuit /~ 1 (x')/“ l {y') = L'application / _I est donc un homomorphisme 

de G dans G. m 

■ Définition 

On dit que les groupes G et G sont isomorphes s'il existe un isomorphisme de G 

sur G. ] 

} 

t 
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des bijections de l'ensemble {1,2,-,"} J» ^ me te 

■trique et se note X. Un élément de * *«* « 

semble X à n éléments es. en bijecdcn « 
après l'exerdce précédent, isomoqthe à *. 
dqne. y n! éléments 

le 4 du chapitre 2, nous avons montré qu 
le groupe ,% a six éléments. — 



l'arynellerons 1 

itrede^etnousUpP^U n} 

identique de l'ensemble { • • 




sigmakutub.blogspot.com 





Définition 

Soit « une permutation. On dit que » est une tranposUm, s il ex,ste deux entier, 

i et j, différents et appartenant à { 1 , 2 ,... tels t l ue 
/ -r 4 


{ 


*(0 “ ) 
s{j) = * 

8 (k) = k pour tout k ^ i, j. 


Une transposition est donc une bijection qui échange deux entiers et qui laisse fixes 
tous les autres. On note (« j) la transposition qui échange i et j. Ainsi l'on a (i j)=(j ^ 


le groupe ^3 

Les transpositions appartenant à sont {1 2), (1 3) et (2 3). Soit s la permutation 
de W définie par s(l) = 2, *(2) = 3, *(3) = 1. L'image de 1 par s est 2, l'image de 2 
est 3 et celle de 3 est 1. Il y a une notation commode pour écrire cela : a « (1 2 3). 
Puisque le produit de s par lui-même est la composée de s par s , il vient 

(s 2 (l)=a(*(l)) = s(2) = 3 
{ s 2 ( 2 ) = s(s(2))=s(3) = l 
{ ,*( 3 ) = s{s( 3)) = *( 1 ) = 2 

donc l'image de 1 par s 2 est 3, l'image de 3 est 2 et celle de 2 est 1, De même 
on écrit a 2 = (1 3 2), Posons t = (1 2). Nous avons 

(*<)(!) = *(<(!)) = 5 ( 2 ) =3 et st[2) — s(<(2)) = s(l) = 2. 

Puisque st est une bijection de {1,2,3} dans lui-même, on en déduit (st}(3) = 1. 
ü s'ensuit st = (1 3). Un calcul analogue montre que l'on a ta = (2 3). Les six 
éléments du groupe *^3 sont donc kl, s, s 2 , t, st et ta. 

Nous allons généraliser la notation que nous avons employée pour une transposition 
et pour les éléments de « 5 * 3 . 


Définition 

Soit p un entier tel que 2 < p ^ n et soit s € «5^. On dit que a est un p-cycle s il 
existe p éléments ai,a 2 ,...,a p de {l, 2 r ...,n}, deux à deux différents, tels que 

{ s(ûi) = a l+ i pour tout entier i <p 
*M - «i 

s(j)=j pour tout j {< 11 , 02 * 

Cette permutation a se note (a\ aj ■ • • Op). 


TU GROUPES - Chaj». Il 


P# 


I* Soit 

*4* 




Of 


,(1 )’ 3 ’ i(2) = 1 ’ »( 3 > = 4 M4) = 2 

= (1 3 4 2), maison a aussi, = (4 2 j 
inverse de s est le 4-cycle s' 1 =( 243 » ' U ^“lation , 

l£. L 11 , .2 1 A\ 


rcle 




s(3) = 4 et s 2 (4) = s< 2 ) = 1 , donc n 


00 J 2? - 4 ' **< 4 > = 3 * 3 (3) = 1, donc V «Lw Ma “ « • 

j3 = 8 ' d ’° Ù e " multip,Un ' P ar l'égalité ,ï (, “*** 

5r a est un p-cycfe, alors on a = id. 


,sirion« 


ftop° 

■„ 0 ni"Ot\oO. Écrivons * = (a, 0 , • •. „,) « démontions m r ttalrawo 
De 7 ,oü* e" ,ier *r ‘*1 <l ue 0 < fc <P" »< on a t ‘(a I ) = „ i+l .pJJ* ^ 

Cest vraie pour fc = 0 -Soft ,k que 1 

p t .i( ai ) = oi,. H vient 3 ( a l)-e(» ( a l)) — ce qui achève U démons- 

*JL En particulier, on a (ai) = a p , par suite , (0f)=(11 . 

“ t jj, ^ entier tel que 1 $ le $ p, U vient 

s e(a*) = s-’(a t - , (n,)) =a pt ‘- , (e.) = a‘- , («'(e.)) = » l, - , W = «». 

On a donc démontré que pour tout entier k tel que U k p, on a ^(a*) - û*. 
Enfin si j est un entier de ( 1 , 2 , - -. ,n} différent de tous les a„ alors i(j)*j et 
donc s p C?) = j • ü s'ensuit s p = id. * 


Définition . 

Soit s une permutation. On dit que s est un cycle s'il existe un enterP compns 

entre 2 et n tel que s est un p-cycle. 

^ZTdW ^ I--é'- ‘ ** " l ‘‘‘ * 

a (a b c) 1 = (c 6 a). p „ ex cmplc. le P™ 1 "" 

Un produit de cycles n'est pas forcémen ^ fi 2 3 , 4 ], on a ^(j ) 3 ^ 

< = U 2)0 4 ) n'est pas un cycle, car pour tou 1 t • j = s(2) = 3 , s (3) = 4 

Mais si l'on pose s = ( 12)(2 3)0 4). alors ü vent Ml) 

s (4) = 1/ donc s = (1 2 3 4). 


I définition 


Notent P et q des entiers compris entre 2 et . 

-.6,) sont d supports 
* 1 ’ , 6,} ont une intersection vi 


■ ' 1 




us 


sigmakutub.blogspot.com 










Exemple. Dans -K les cycles (1 4 5) et (2 3) sont i supports disjoints, a | 0rs ^ 
les cycles (1 2 5) et 12 3 4) ne le sont pas. 

Proposition. Si s et t sont des cycles à supports disjoints du groupe W nt alors on a st^ts 
Démonstration. Écrivons a - (ai «2 a p) el 1 ~ (*i &2 è f ). Puisque 

{a u a 2 .a p }n{6,A>. K) = 0, on 3 P° ur tout i€ < 12 . P) et e(ft ÿ ) at6 

pour tout je{1,2.fl}.Sii€{l.j>-1), on a donc Mo.)=<(«(o i ))=t(« 4+1 ) s=a . ' 

et ( J sO(<ï.) = s(<(fl.)) = «(«.) = u -+i* D,dutre P art ' ona {fs )K) = <(^ n p)) = f(o l )^a 1 et 
(50K)=^(^K)) = * < K) = 4, «- » s'ensuit (/a)(<ii) = («*)(«<) pour tout t€{l,2,... ip i 
De même, on démontre que l'on a (fs)(h,) — (sf )(^j) pour tout j€ {1,2,.. .,q). Enfin, si 
k€ {1,2,.. .,n} est différent de tous les ci 4 et de tous les b Jf alors on a a(fe) =Jfc, 
et par conséquent {af)U') = {/.^)(À*) =k. Les applications st et fs sont donc égales, ■ 

Théorème. Tout élément du groupe &*„, différent de l'identité, est produit de cycles à 
supports disjoints. 

Admettons ce théorème et voyons sur un exemple comment on obtient pratiquement 
une telle décomposition. 

Exemple. Soit s la permutation de 3* définie par 

a(l) = 8 s(3) = 5 s(5) = 1 s(7) = 4 

s(2) = 2 s(4) *6 s(G) = 7 «(8) = 3. 

Calculons les images successives de 1 : on a s(l)=8, s(8)=3, s(3) = 5 et *(5) = L Dans 
la décomposition de s en cycles à supports disjoints, il apparaît le 4-cyde (1 8 3 5). 
Calculons maintenant les images successives de 2 : on a s( 2) = 2, donc 2 ne figure 
pas dans les cycles cherchés. Le premier entier qui n'est pas encore apparu est 4 : on 
a s(4) = G, s(G) = 7 et a(7) = 4. Puisqu'on a épuisé tous les entiers entre 1 et 8, on en 
déduit la décomposition s = (1 8 3 5){4 G 7). D'après la proposition précédente, nous 
avons aussi s=(4 G 7)(l 8 3 5). Mais nous pouvons également écrire s=(6 7 4)(3 5 1 8). 

Puisque des cycles à supports disjoints commutent deux à deux, la décomposition 
d une permutation .h en produit de cycles à supports disjoints permet de calculer 
toutes les puissances de s , en utilisant la proposition page 248. 

Exercice. Soit s la permutation de définie par s = (3 9)(3 4 8)(2 9 5 7)(2 6 7). 
o| Décomposer s en produit de cycles à supports disjoints, 
bl Calculer s l0ÜU . 
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j,9ST)'= id - 


Tti«° 


Ainsi 

,rèm©« 


on a a 


(1 9 5 7)"« = {{in7)‘) , “ s ,j d 

(2 6)"“>=((î G) 1 )'" = y 
» = (3 4 8). lJ48 J- 




Tout élément du groupe <T n est produit de transpositions. 


Démon s,rat ' on ' “ (1 2) ' = “ d ° nC ndenBlé “* *» - P«hü« de ^ 
^ (Xmon.ro, « par récurrence sur p qu'un p-cycle es, produil de 

ü ° 2 -cycle est une transpos.tion, la propriété est vraie lorsque » J Tl 

_nn étral * *1 * U -- ..... 1 1 _ 


bons 

fuisq u 

«ins 


m u* 1 * ' - / 1 * ‘****«7 iw'sque p = 2 . Suppo. 

l'entier P supérieur ou égal à 3 et la propriété vrai. p^ r r tnfa p _ { ^ 
, s (a, ai “r) un W de ' Nous avons s = {a, «,)(», 0j ... 0 ,). P „ hypolWw 
je récurrence, le (p - 1)-cycle (a, a 3 n„) est produit de transposibons. par suis 
s rest auss i. On a donc démontré que tout cycle de // n est produit de transpositions. 
Puisque tout élément de & n différent de id est produit de cydes, on en déduit que 
tout élément de *Ai différent de id est produit de transpositions. i 


Exercices 


l.Soit G un groupe et soient a et b des éléments de G tels que a 1 -1 et 
o) Montrer que l'on a n B b — ba Q . 
b) En déduire que l'on a ab = ba. 

. 2. Soit G un groupe. On suppose que pour tout x € G, on a x 2 - 1 
! al Montrer que l'on a x = x~ * pour tout x € G- 
"• h) Montrer que le groupe G est commutatif. 

3 -Soit G un groupe. Posons H — { x 6 G | xy = e ^ 

°1 Montrer que H est un sous-groupe de G. 

^ Montrer que H est un groupe commutatif. 

«•Posons w = cos H+ian|. 

°) Calculer w 3 et w 6 . 

! 

; exercices 
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b) Montrer que les nombres complexes et u* sont deux à deux différents. 

Dorénavant, posons G = {I.um^.üAuAuT*}, K - {l,u/ ,w } et L = {l,o; 3 }. 

c) Montrer que G est un sous-groupe de C \ {0}. Quel est le symétrique de w ? 

d) Montrer que K et L sont des sous-groupes de G. 

«J Soit // un sous-groupe de G différent de {1} et ne contenant ni u, ni ^ 
Montrer que l'on a II — K ou bien II = L. 
fl Déterminer tous les sous-groupes de G. 

5. Déterminer tous les sous-groupes du groupe «5^. 

6. Pour tous nombres a,b 6 C, a ^ 0, on définit l'application f a j, ; C —* C en posant 
fa,b{z) = az + b. 

o) Soient a, 6 € C tels que a ^ 0. Montrer que l'application f a<t> est bijeetive. 
b) Soit C l'ensemble des où a.bGC et a^O. Montrer que G est un sous-groupe 
de •!?'(€). Montrer que le groupe G n'est pas commutatif. 

7,Soit / : C \ { 0 } — U l'application définie par f(z) = zf\z\. Montrer que / est un 
homomorphisme surjectif. 

8 . Soit / : U -» Il l'application définie par f(z) = z 2 . Montrer que / est un homomor¬ 
phisme surjectif. 

9. o| Soit a € Q. Montrer que pour tout entier positif n, ü existe un élément i e Q tel 

que nb = a. 

bl En déduire que les groupes Z et Q munis de l'addition ne sont pas isomorphes. 

10 . Rappelons que pour tout entier n > 2, on note U n le groupe des racines n-ièmes de 
l'unité. Soit n un entier supérieur ou égal à 2 et soit d un diviseur de n tel que dè 2. 
o) Montrer que Uj est un sous-groupe de U n . 

bj Posons £ *= cos(2tt/ 15) 4- tsin(2ïr/15). Quelles sont les puissances de Ç qui 
appartiennent à U 3 ? 

c| Soit k le quotient de n par d. Supposons que l'on a k ^ 2. Montrer que l'appli¬ 
cation / : U„ -* C définie par f(z) = z k prend ses valeurs dans U d et définit un 
homomorphisme surjectif du groupe U„ dans le groupe U<*. 

II.o) Soient x et y des nombres réels différents de L Montrer que x + y - xy est 
différent de 1 . 

b) Four tous nombres x,»eül\{l}, posons x*y = x + y-xy. Montrer que l'ensemble 
R\ {!}, muni de l'opération *, est un groupe commutatif. 
dSoit / . R \ {0} -*R \ {1} l'application définie par f(x) — 1 — ( \/x ). On munit 
l'ensemble R \ {0} de la multiplication et l'ensemble R\{1} de l'opération *. 
Montrer que / est un isomorphisme. 


Mi groupes - Cup. n 


n ^upe. Pour tout élément g <= G , notons m , 

* ° - ** P° U ; tOUt 16 c - ’ de Gdjrac 


a&P p par i " y ' ’ 

10** £ G . Montrer que 1 application m„ «, 

9 . G _ y(G) l'application définie par p( s ) = m 
U S»' 1 * c5 , un homomorphisme injectif. ’ P ° Ur t0u ' » ^ C. Monte, 




4 n entier au moins égal à 2 et soit / : GLjm 
/< w >= ,(Arl) - Montrei que ! * * 

Entrer ^e 

y Montrer que *r') la ^position de 9„ qui , (j) „ ^ 

^ H la P*' tie de défiRie Par H = {id ‘ (1 2 « 3 4 Ml 3)(2 4ML 4)(2 3)}. 

15 Pl Soit S € H- Montrer que l'on a s 2 = id. 
y Montrer que H est un sous-groupe de & K . 
dSoit s e et soit t G K. Montrer que st(r l ) appartient à H. 

^Notons 5 l'élément (12 3 4) de & A . 
o) Décomposer s 2 et s 3 en produit de cycles à supports disjoints, 
y Montrer que les éléments id, s, s 2 et s 3 sont deux à deux différents 
t|Soit G la partie de définie par G - (id,s, s 2 ,s 3 }. Montrer que G est un 
sous-groupe de SP\, 

17.Soient H et G les deux sous-groupes de St définis par 

H = {id, (12)(34),(13)(24),(14)(23)} et G = {id,(1234),(13)(24) J {U32)}. 

«1 Supposons que / est un homomorphisme de H dans G. Montrer que peur 
s e H, on a (/(s )) 2 = id. 

b) Démontrer que les groupes H et G ne sont pas isomorphes. 

I '« Posons K = [s e <9*4 | s{3) = 3}. 

S o) Montrer que K est un sous-groupe de / \ 4 3 . En déd^ 

I h] Montrer que pour tout s € K et pour tout i E { 1 , 2 , 4 }, en a si 

V* les groupes K et ^({1,2,4}) sont isomorphes. 

“ l0 " trer «I» >es groupes K et ■% sont isomorph^ ^ ^ ral , 

°it s un élément du groupe y tel que s(! 2 ) 

U(3), s(4)} = (3,4). .. .lia. btonW 


4M. 

1,1 «) Soit 


W).a(4)} = {3 , 4} . 

11 s un élément du groupe tel que a(l 2) 

q^ a==id 


SXESCiCfcJ 


î3fl 
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20. Notons a l'élément de défini par 

Ml) = 3 s(4) = 5 f(7) = l 

J # (2) = 8 *(5) = 9 «(8) ~ G 

( a(3) = 7 «(6) = 2 a(D)«4. 

o> Décomposer 5 en produit de cycles à supports disjoints. 

b) Trouver le plus petit entier positif n tel que « n - id. 

21. Notons a et a 1 les éléments de *% définis par 

f s(l) = 2 #(4)-4 5(7) = 7 |’s'(l)= 1 5^(4) — 3 «'(7) = 9 

,(2) = 1 5(5) = 8 s(8) = G l *'(2) = 2 *'(5) « 5 *'(8) = 8 

[ . 9 ( 3 ) * 3 s{6) = 5 5(9) = 9 U'(3) = 4 *'(6) = 6 s'(9) = 7. 

a) Décomposer a et s' en produit de cycles à supports disjoints, 
b} Démontrer que l'on a sa* = s's. 

c) Trouver le plus petit entier positif n tel que (ss')" = id. 

22.Soit G l'ensemble des matrices de M 2 ( R) de la forme J, où a,6,c sont des 
nombres réels et ac ^ 0. 

a| Montrer que G est un sous-groupe de GL 2 (R). 

b] Soit H l'ensemble des matrices de G de la forme [q Montrer que H est un 
sous-groupe de G isomorphe à R muni de l'addition. 

<) Déterminer les éléments A/ 6 G tels que M ^ /a et A/ 2 = I 2 . 

d) Trouver des éléments A et D de G tels que A 2 = B 2 = I 2 et ( AD) n ^ I 2 quel 
que soit l'entier positif n. 

dsh Quelques réponses ou indications 

2. b} Écrire xy « (xy) -1 . 

4. b) Ces nombres complexes ont des arguments différents. 
c| On a u/ — 1 donc pour tout entier naturel n, u> n — uf où r est le reste de la division 
euclidienne de n par (i. Si p et q sont des entiers compris entre 0 et 5, alors u^u; 7 = 9 

appartient à G. De plus, on a u~ l (<*/*)“ 1 =u/ J et (u/ 3 ) -1 Noter que l'on a (7 = 1^. 

e) Les nombres u/ 3 et uA ne peuvent appartenir tous les deux à H, sinon (aA{^ 2 ) ** ^ 

appartiendrait à //. 

H Montrer que si II est un sous-groupe de G contenant u ou u> s , alors H — G- ^ 
sous-groupes de G sont {i}, //, K et G. 


, d y *** * t J ^ /i,o “ id et si a ^ Q, alors /-« , 

y or. » I* 0 « d0nc !e ^ G "'«« P» 0* * f» e^ 

' nombre compte» * et pour tout entier ,.on lz * = y 

t i1** ntter q ue l' a PP lication 1 s “T««ve r remarque, 

^ m oins une racine tr-ième. ’ ' rK,mlw < 


e compte 


égalité X + V ~ *V ~ 1 = (■* - ’Xl - »)• 

,1 t neutre est 0 et si x € R \ { 1 }. le symétrique de t est 


*/(*-!). 


,u|ém^ nl 1 

” • on « €st bi ) €Ctive et * 681 différenl de j. 

= *'(0 = *ü)- Mt k e t 1 ' 2 .")• n «Isa ( € {1,2, y 

H°" *Si k + a(0 et * * *U). alors <m a /# j j. i qw 

.^posons par exemple t = (1 2)(3 4); alon. on a 
lS<l »«(*-') = «(1 2)(3 4)(.-') = (4.(1 2){a-))(,[î4|(,-‘)). 

Utiliser l'exercice précédent pour calculer 
MOnas t = (l 3)(2 4)et» J = (l 4 3 2). 

mxjsons que / est un homomorphisme de H dans G. Puisque <1 2 3 4>* ^ kf. akm 
d'a^Tlel on a /(a) * <1 2 3 4) pour tout a € H. 

.•ma , £ k 0 n définit une bijectïon de {1,2,4} dans lui-même en posait o(l) = #(I), 
u(2) - s(2) et u(4) = a(4). Alors l'appUcation de K dans ^({1.2.4]) qui à s assoc* o 
est un isomorphisme de groupes. 

4 Utiliser l'exercice du paragraphe 3 pour démontrer que le gnwpe ?({W ))<* “"T 1 ' 

» JS- 

20.o)0n trouve s = (1 3 7)(2 8 6)(4 5 9). 
y La réponse est n = 3. 

fl 61 Wîon f- l6 L*insiqüeb | iutrice-/ ï . 

21c|Ce sont les matrices de la forme | q _j J ou b [ 0 lj 

Tl 0l^ n _f l îl cnn viennent 

4) Par exemple, les matrices ^ == 0 -lj e * i * [0 -1] 


i** croupes - cw n 




tcfSi 
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Chapitre 12 

Anneaux et corps 


^Définirions et règles de calcul 

^ 4 un ensemble non vide muni de deux opérations, la somme et le produit. Pour 
wsX yçA, la somme de x et y se note x + y et le produit de x par y se note xy. 


Définition 

On dit que A est un anneau si les conditions suivantes sont réalisées : 

► muni de l'opération somme, A est un groupe commutatif 

► pour tous x,y,z € A, on a x{yz ) = ( xy)z et cet élément est noté xyz 

► il existe e € A tel que ex = xe. — x pour tout x € A 

* pour tous x,2/, z € A, on a x(y + z) = xy + xz et (x + y)z — xz + y- 


Jusqu'à la fin de ce paragraphe, supposons que A est un anneau. 
h analogie avec le calcul sur les nombres et avec le calcul ^ nS . _ ^ 

Nral, nous allons adopter un certain nombre de conventions . _ ^ 

Ornent neutre de A pour l'opération somme est noté 0 , le x _ y 

" ote et s'appelle Yopposé de x. De plus, la somme e x e ^ l'appelle 

*“nedans le cas d'un groupe, l'élément e est nécessaire ^ ^ engénér al. 

. ent ne utre de A pour l'opération produit et on convie , un jq U e et 

su existe l € ^ te, que «W* « 1- 
dïï ' le s ymétrique de x pour l’opération produit. ^ ^ ^ ^ 

' x " x = 1, il vient x' = x '1 = x’(xx") = ( x x > x 

^e. 


k 


* 

* 


tout x Ç A, on a Ox — 0 et (-V x ^ a ptès les rè S ,es 

ï^ a,i ° n - S** * e A. U vient 0 * = 0 + ®*** n0US P ° UŸOnS 


'•sque l'ensemble A muni de 
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simplifier cette égalité par Or. On obtient ainsi Or 0. 

Puisque lr = x, nous avons x + (*“l)x “ — (l + \ )) x ' 

x + (_i) r - (>. H s'ensuit que le produit (-l)x est l'opposé de x. 


■ Or, donc 

m 


■ Définition 

Si l'on a xy = yx pour tous r, y G G, on dit que A est un anneau commutatif. 

Exemples 

11 Les ensembles Z, Q, St et C sont des anneaux commutatifs. 

2| Si K - Q, R ou C, alors K[.Y] est un anneau commutatif. 

3| Si K = Q, R ou C et si n est un entier supérieur ou égal à 2, alors A/ n (K) est 
un anneau non commutatif. Le produit de deux matrices est le produit défini au 
chapitre 4. L'élément neutre de A/ n (K) pour le produit est la matrice 

Notation. Soit x £ A. Posons x° = 1 et pour tout entier positif n, notons x n le 
produit de r* 1 ' 1 par x. Pour tous entiers naturels n et k, on a 

x n x k = x w+ * et ( x") k =x nk . 


Nous avons vu que la formule du binôme de Newton est vraie dans C et dans 
K [.Y]. En voici sa généralisation. 

Formule du binôme de Newton. Soient x et y des éléments de A. Si xy = yx, 
alors pour tout entier p supérieur ou égal à 2, on a 

(x + y)' = x’ + + ■■■ + C£x f ~*y i + ■■■ + + y”. 


Remarque 

L'anneau A/ n (K) n'étant pas commutatif, si .Y et Y sont des matrices, l'hypothèse 
XY = V'.Y est indispensable pour développer (JY 4- Y) p selon la formule du binôme 
de Newton. Par exemple, puisqu'on a I n X = XI n pour tout X £ M n (K), il vient 
(/„ + X) p = /,, + pX + • • * 4- C k X k H-h pX p ~ l 4- X p pour tout entier p ^ 2, 

I Définition 

Soit r£/i. Si pour l'opération produit, l'élément x a un symétrique, ce symétrique 
se note x' 1 et s'appelle Vinverse de x. Dans ce cas, on dit que x est inversible. 

Proposition. Soient x et y des éléments de A. 

- Si x est inivrsible, alors x~ l est inversible et l’on a (x -1 )' 1 - x. 

- Si x et y sont inversibles, alors le produit xy est inversible et l’on a (xy) -1 = y -1 x -1 . 
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rt4tr ation- Supposons, « inversible. On , 

^u^pnt inversible, on en dérL. ;» r -L 


élément inversible, on en déduit que r 


donc 


par 


i v est inversible, il vient 

^ '~y' l ly = y ’p- 1 - Il s'ensuit que xy estir—~ If s lut 


?.!?)(*> 

(P 


le produit de deux éléments inversibles est inversible, le produit dlns , 
f“ i5q une opération dans A\ Muni de cette opération, A‘ est un poupe i t'est ce 


inversible, d’inverse y 1 ,-! a 

^ ^ensemble des éléments inversibles de A. On a t € 


définit 




la proposition suivante. 


Vian Muni de l'opération produit, A 9 est un groupe. 

propos |T, ° 

onstration. On al £ A 9 donc A 9 n r est pas vide. D'après les règles de calcul 
Dein ° on a j[y Z ) = {xy)z pour tous x,y, 2 €A' et lx = jrl = r pour tout x£A\ 
A* alors x -1 G A* et ix _l = x -1 i = 1. fl s'ensuit que A* est un groupe, a 

Exemples 

1) Le groupe des éléments inversibles de l'anneau Z est {-1,1}. 

2) Si K = Q. R ou C ' un élément fr versible dans Varmeau K siet Sfu,emcnt s " û 
est différent de 0, par suite K" - K \ {0}. 

3) Si k-Q R ou C, les éléments inversibles de l'anneau K[X| sont 1rs^K-nômcs 

polynômes tels que PQ= 1. alors P et Q sontnonnube. ded^O -- 

.Supposons K = Q, « OU C. Soit n un 

A, nous avons défini ce qu est une matnee __ ^ 

■ v c \t (Kl telle que A « - 1 *' " 

est inversible s'il existe une matnee » t * ^ ^ inversible de l'anneau 

matrice de A/ n (K) est donc inversible si c'est un m ^ grwp e GU (K) 
î A/ a (K). Nous avons défini au chapitre précéden P = gU(K)- 

* des matrices inversibles de A/ n (K)- a donc 


I 


Définition w* 

S°it K un anneau. On dit que h es* un c rps 

el si K 9 est égal à K\ {0 }. ^ q 

, tüUi élément 

c °tps est donc un anneau commutatif «lais 
u inverse pour l'opération produit. Les enscm 


„ anneau conunutiüf 


Un 
a un 


1X1 


^nsinoss" 
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2. Sous-anneaux et sous-corps 

I ST: anneau et B une partie de A. On dit que B es. un de 

A si les conditions suivantes sont réalistes : 

- muni de l'opération somme. B es. un sous-groupe de A 
► I e B et pour tous x , y appartenant à B, on a xy 6 D. 

Comme dans le cas des groupes, nous avons la proposition suivante. 


IC + 




régies de calcul dans C, on a pour tous a,6 lC ,dç Q 
di) = ( a + c) + (6 + « (• + hX*+di). 

f b sont des nombres rationnels non tous deux nuis + 


—1— = —S _I. 

o + W <r + i? ni + ji 1 

hres u/(u 2 + el -i, /( o1 +1 2 ) sont rationnels II . 
r. * ^ orps de C. On a i € Q(i), donc Q(i) n'est pas contenu dlj“s ^ 
un 50 ^ a n/2 i Q(0 et donc Q(0 ^ différent de C. ' P ^ e 


ai» 


Proposition. Soi/ A un anneau. Si D est un sous-anneau de A, alors muni des memes 
opérations que A , D est un anneau. 

Ainsi, l'anneau Z est un sous-anneau de Q. Donnons un exemple de sous-anneau 
de R, autre que Z ou Q. 

Exemple. Notons Z[v/2) l'ensemble des nombres réels qui s'écrivent a + 6^2, où 
a,b sont des entiers relatifs et démontrons que Z[v/2] est un sous-anneau de R. 

On a 0 = Q + 0\/2 et 1 - t+Ov^, par suite 0 € Z[\/2] et l € Z\y/2\. 

D'après les règles de calcul dans R, on a pour tous a,h,c t d E Z, 

(a + ùv/2 ) + (c + dV2 ) = (a + c) + (b + d )- (a + W2 ) = (-a) + (-6) V2 
(a + by/2)(c + dy /2 ) = (ac -I- 2bd) + {ad + &c)\Æ. 

Puisque ac-f 2W et ad + 6c sont des entiers, il s'ensuit que pour tous x,y € Z[n/ 5], 
on a x + y G Z[v/2j, -x e Z[v/2) et xy € Z[v/2]. On a donc démontré que Z[/2] 
est un sous-anneau de R. 

I Définition 

Soient K un corps et L une partie de K. On dit que L est un sous-corps de K 
si L est un sous-anneau de K et si pour tout x 6 L \ {0}, on a x € L. 

Proposition. Soit K un corps. Si L est un sous-corps de K, alors muni des mêmes 
opérations que K, L est un corps. 

Ainsi le corps Q est un sous-corps de R, qui est lui-même un sous-corps de C. Voie» 
un exemple de sous-corps de C qui n'est pas contenu dans R et qui est différent de 

Exemple. Notons Q(i) l'ensemble des nombres complexes qui s'écrivent a + M 0 ^ 
a,b sont des nombres rationnels et démontrons que Q(i) est un sous-corps de 
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.«s des fractions rationnelles 
J corps w 

ce paragraphe. K est le corps R ou le corps C et le polynômes coraidWs 
dans K. 

V„e fraction rationnelle s'écrit ^ où A et B sont des polynômes et où B#0. De plus, 

„ , 4 = £ si et seulement si on a l'égalité AD=BC dans l'anneau 

m, convient que ion a BD 

de polynômes K[X). En particulier, si P est un polynôme non nul m. - = -. 
L'ensemble des fractions rationnelles à coefficients dans K se note K(X). 

Exemples y? + X* + X -I -1 Bt à coefficients réels Puisqu'™ * 

-la fraction rationnelle X‘+/ + X + l s+ï + 1 = (X + 1 )(.ï» + l),il 
X 3 + X 2 + X + 1 = (X + 1 )(X 2 .+ 1 ) et A +A 
. X 3 + X 2 +X + l _ 

" x* + x 3 + TTT *>+i 

- la fraction rationnelle est a coeffiaenls comtes 

K(X) de la»r*rt «avarie: 

j On définit les opérations somme et produit ans ^ 

A C AD±BC et 

B + D BD fl „ se ns,auiieuim td, ' l!W ( ^ 

1 ^ ^ Ut bien entendu vérifier que ces définition ’ ^ ^ dépend fl 1 * „ ç jj. B 
• la somme ou le produit de deux fractions raa poto' 60 * 5 ■ ' 

j —.ta i „ £ *■“"'21.11»-**' 

i Sa pt de démontrer que si dans Vanneau es a), 

i " c iOj = C 2 D,, cela entraîne les égalités 

Î ( ' ,|D ' + B l C,)BjDj = (4 2 Ds + ft CjlB|Dl 




«en--*"** 



«seu* 5 *’ 
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Et cette affirmation se vérifie en appliquant les règles de calcul dans l'anneau des 
polynômes KfX]. 


Valeur d’une fraction rationnelle 

Si — est une fraction rationnelle et si x € C n'est pas racine de U, la valeur de 
à en x est le nombre complexe ^(r) = • Cela a un sens, car si ^ = g 

A(ar) C{x) x , 

et si x n'est pas racine de D, alors on a D a P rès les propriétés des 

fonctions polynôme, si jt € C n'est racine ni de D, ni de D, on a 

. _ A[x)C{x) 


(A ^n\. , A(j) C[x) (AC\ [x) _ Ajx)C(x) 

\i) + D> T fl(x) + Dix) \ U d) B(x) D(x 


on trcr 1 urocire, u » agu or prouver que si A - C 
pc*> r de q e ot de la division euclidienne de C n ar r?' K, ' i ' dirÇ5 ' AO.Bc, 
3 <fp ne>< pas nul, Q, es, le quotient dfU V Q '^ 

*«• on a ' 1D ~ BDQ[ = D(A '«Q.ï c df 40 

P ar , d( A - DQi)) = ,k ' fiD + d<?g(A " DQ 'I < **0 + deg B = 4 dB! 0,1 ^ 
dfgl n, le quotient de la division euclidienne de C par D v„. , 

N ° IOnS i nas nul, on en déduit comme précédemment que Q, w ' P °’ yn4me 

B ^Cclidienne de DC par DD. Enfin puisqu'on", ^ 

J>nt de la division euclidienne de AD pa, BD, on en déduit 


Convention. Puisque dans I<(A'), le calcul sur les fractions rationnelles de la 
forme y est le même que celui sur les polynômes P, on convient de poser j ~ P. 
Ainsi on a K [A'J C K(A'). 

Par exemple, dans C(A r ), on a ^7, y— = ^ - y - — X 2 — a. 

Remarque importante 

Les règles de calcul sur les fractions rationnelles sont exactement les mêmes que 
celles sur les nombres rationnels. 

Proposition. Aluni de la somme et du produit, K(X) est un corps. 

Indiquons juste que l'opposé de ^ €t que si A et Z? sont des polynômes 

non nuis, l'inverse de 4 est la fraction rationnelle ^. 

R A 

Proposition. Si ^ est une fraction rationnelle, alors il existe un unique polynôme 
Q, appelé partie entière de à , tel que j- = Q + ^ , où R est un polynôme vérifiant 
R — 0 ou deg R < deg D. 

Démonstration. Puisque le polynôme D n'est pas nul, on a — = Q + — dans le 
corps K(X), si et seulement si on a A = BQ + R dans l'anneau K[X]. Notons Qi le 
quotient de la division euclidienne de A par D : Q, est l'unique polynôme de K[X| tel 
que A-BQi =0 ou deg {A- BQ { )<dcgD. Le polynôme £?, répond donc à la question. 

26» ANNEAUX ET CORPS Chah. 12 


-sens-nous maintenant aux fractions rationnelles de partie entière nulle. 
Commençons par définir certaines fractions rationnelles particulières. 


où a£C\ &€C 


Élément simple de C(X) „ 

C'est par définition une fraction rationnelle de la tome ^ 

et où n est un entier positif. 

Élément simple de R(X) 

Par définition, c'est une fraction rationnelle de Vu* dés formes nnvan.es . 

q où a € R\ 5 € R et où rt est un entier positif 
^ i y _ h\ n 

' aX±<L__ , Où a et b sont des nombres réels non tous dmmdstK. , ri 


(X 2 +pX + <j) n ' ^ net où n est un entier positif. 

q sont des nombres réels tels que p 2 Q 

est un élément simple dé C(X)- 


exemples 

*“ La fraction rationnelle 


_L 

, 7 ". "7 iX i‘U „***+"*■•“* 

La fraction rationnelle + ^ + ^ 
pas un élément simple de C(X). 

KL V|lrlM«*5' 4<lk8 

Théorème. Si A cl C sont des P ol !f’ ,Sm " m "f* swi* MU**"* ^ 

“lors la fraction rationnelle 4 s ' Arnl * 

* K(X), u 


ll} . U COBPS DES 




sigmakutub.blogspot.com 












Nou , n . i!kTO pas démontrer ce «héo**. mais nous allons apprendre à le pra.iq Uer 
sur des exemples où tes calculs ne sont pas trop compliqués. Cela est notamment 
u.i!e cm analyse pour .«Hiver une primitive d’une fonction formelle. 

Si 4 est une fraction rationnelle non nulle de K(X), on peut trouver lu nique 
polySôme Q € K[.V| tel que à = Q + g • Dans le cas où R * 0, Composer i 

tn démenti simples sur K, c'est trouver Q et les éléments simples de somme fi . 

Format de la décomposition en éléments simples 

Soit 4 une fraction rationnelle de K(.Y), qui n'est pas un polynôme. Supposons 
les polynômes .! et II premiers entre eu*, les éléments simples qui apparaissent 
dans la décomposition de 4 ont pour dénominateur un polynôme de la forme /*, 
où P ç K|A r J est un facteur irréductible de B et où k est un entier compris entre 
i et n. P n étant la plus grande puissance de P qui divise B. 


Exemples de format 

1| Considérons la fraction rationnelle 


X 2 + X + 1 


: . Le degré du numérateur 


(X 1 + 1) 2 {X - l) 2 

est plus petit que celui du dénominateur, donc la partie entière est nulle. Le format 
de la décomposition en éléments simples sur R de cette fraction rationnelle est ainsi 

X 2 + X + 1 _ aX + b + cX + d + e , / 


X 2 + l (AT -1) 2 X-l 


(X 2 + l} 2 (X-l) 2 (À' 2 + l) 2 

où u <biC t d,e,f sont des nombres réels. 

2] Le format de la décomposition en éléments simples sur C de la même fraction 
rationnelle est 


x* + x + i = p . g . r 

(X‘ + 1)’(X - 1)* (*_;)» X-i + (* + ,)* 


X + i 


(X-l) 2 X - 1 

où p,ç,r,a,/,u sont des nombres complexes. 

31 E* partie entière de ta fraction rationnelle — + 2 


format de M décomposition en éléments simpfos ZP 

X* + 2 

W-i)^ + i ) =1 + (rrTjî + jéTT + jctT 

où o, b, c sont des nombres réels. 


étant égale à 1, le 
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décompose une fraction rationnelle en él^ ÿ| 


IfltP tern ps trouver la partie entière de cette fraction, et dan W dort diI » en 
„***! Lmat de la décomposition. dans un ^ 

5 numérateur, 


P"" * (ormat 

écn* 1 


^"mainteo^ 4 quelques exemples où l'on peut aisémem <**,. 

'^éléments simples qu. a PP ara 1S sent dans la déco mpos i hoa 

U I. Décomposons en éléments simples sur R i» t. • 

ItertP ' 6 J t X la fracb ™ rationnelle 

£iX- K ' La P artie entlère œUe fractl0n rationnelle est nulle. D'autre part on 

l'espace 


2 (v‘ir chapitre 10) que ((X - 1)*. (X - l£X — 1.1) est une base de respw 
ioriel des polynômes de R[X] «d ou de degré inféneur ou égal i 3 oJL» 
coordonnées du polynôme X + 1 dans cette base. On a 


On en 


X 3 + ! = ((X - 1) + 1) + 1 = (X - l) 3 + 3(X - l)t + 3(X -1)+2. 

déduit la décomposition en éléments simples sur R suivante : 

X 3 + V = 2 a 3 3 1 

(X-l) 4 (X-l) 4 (X-l) 3 (x-l) 2 + x-f 


Exempt 2. Décomposons en éléments simples sur R la fraction rationnelle . 

Factorisons X 3 + 1 en produit de polynômes irréductibles de R|X). Puisque -1 est 
racine de X 3 +1, le polynôme X 3 +1 est divisible par X +1. Précisément on a X J +1- 
( Y +1)( Y 2 - X +1 ) Le polynôme X 2 - X +1 a un discriminant strictement négatif, 
donc c'est un polynôme irréductible de R[X\. De plus, on a la divisa euclidienne 

Y 2 -X + l = (X + l)(X-2)+3.0nendéduit3=(X 2 -X + l)+(Y+^ X).U 

décomposition en éléments simples sur R de la fraction rationnelle ^, + ~ *** donc 

•3 1 . 2-X . 


]frn'x + i x 2 -x+i 

i ... d \x fraction rationnelle 

Exempte 3, Décomposons en éléments simples sur , 


(* - 1) 2 (X 2 + 1) ■ ~ poh'nômes premiers 

n °nt aucune racine commune dans C, par sui ^ ^ un itair« et ont 
entre eux. D'autre part, le numérateur et le dé ^ 0D ^ at de ^ décomposé ^ 
même degré, donc la partie entière est égale à L Le 
éléments simples sur R est donc 


X 4 + l 


(X-Î) 2 (X J + 1) 

a '6,c,d sont des nombres réels. 


:1 + 


(X-l) 2 


x-i 


cXjJ. 

f A’ 2 + 1 
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►. Calcul de a. Dans le corps R{X), multiplions la fraction rationnelle cj-dessus p ar 
le polynôme («Y — l) a . On obtient 

Xjti=(X-l) , + a + MX-l) + 3 ^- 

Prenons alors la valeur de cette nouvelle fraction rationnelle en 1 : [\ vient 

= a, par suite a = 1. On en déduit 
1 + 1 h 


À' 4 + 1 


(X-l) 2 (X 2 + l) 


= 1 + 


+ b + cX 4- d 


(x - D 2 x - 1 r x 2 +r 


- Calcul de c et d. Dans le corps R(X), multiplions la fraction rationnelle ci-dessus 
par le polynôme JY 3 + 1. Nous avons 

x 4 + i vj i , . x 3 + i , M^ + i) „ 

(F^= x +1+ vTW + -x^r +cX+d - 

•4 , . 

Prenons la valeur de cette fraction rationnelle en *. Il vient —= ri + rf n, 

on a (*' - l ) 2 = j 2 ~ 2i + 1 = -2 i et i 4 + 1 = 2. On en déduit i = ci + d, d'où c = 1 
et d = 0. On a ainsi l'égalité 


X 4 +1 


(x - 1 ) 2 (X 2 + 1 ) 


= 1 + 




Vt-if* x-i + tf + C 


■* Calcul de b. Prenons la valeur en 0 de cette fraction rationnelle. Il vient 1 = 1 + 1 -^ 
d'où 6 = l. La décomposition en éléments simples sur R de la fraction rationnelle 
X 4 +1 

(5>OT + d es,done 


x 4 + i 


(X ~ 1) 2 (X 2 + 1 ) 1 + (X - 1 )* + X -1 + X 2 "+1 ■ 

Exemple 4. Décomposons en éléments simples sur C la fraction rationnelle 
JY 4 + 1 

[X + *)( Y 2 - 2 i) ^ aclorisons P°Iynôme JY 2 - 2i. Il s'agit de trouver les racines 
carrées du nombre complexe 2i. La méthode a été expliquée au chapitre 3, page 39. Id 
on trouve (l + i ) 2 = 2i, d'où la factorisation X 2 -2i = (X- 1 -i)(X + l+t). Puisque ni 
-i, ni 1+*, ni - 1 —i ne sont racines de X 4 +l, les polynômes X 4 +1 et (X-H)(X 2 -2i) 
SOnt entre ^x. Calculons maintenant la partie entière de la fraction rationnelle 

(Ÿ + i)(Y 2 - 2i) ©H a (^ + 0(^ 2 -2t)=X 3 -|-iX 2 -2iX+2 et la division euclidienne 

X 4 + 1 = (X 3 + iX J - 2 iX + 2)(X - i) + (2i - l)X 2 + 1 + 2», 
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pal 


„ partie entière est égale à X -i. v oic i donc . 

simp' es ' où ^ n 0mbres comp^*' de U 


x^+j_ 

+ iKx rr - i)(x+1+<) 


(A ^ , , . - * + l + i 1 jç^r 

i^,ler a, multiplions la fraction rationnelle ci-rW.» 
f» urca „ dU le corps C(X) l'égalité + 

On obdeo 

x±i = (x-«)(x+o+ a +H ü a+,■) 
x 2 -2< x + i+i + xrrrr 

„, nt la valeur en -i, on trouve a = -L±i - ~zL _ -2 4 4i 

En prenant i a -îi 1 + 2 . 5 — - 

Pour calculer b, on multiplie la fraction rationnelle par X +1+.. puis w pMlU 

r en -1 - »• 041 obtient b = T T .-rtlÜ = X7~~ = 




valeur en 


_ - _ -3 

t + i)(-2-2i) 2(1+ i) 


:3_+3i 

4 


V - ■ ■ + ij 4 

Pour calculer c, on multiplie la fraction rationnelle par Jf -1 -i et l'on prend la 
. . (1 + i) +1 _3 

valeur en 1 + i, ce qu. donne c = = Î±S. 

La décomposition en éléments simples sur C cherchée est donc 

X 4 + l 


(X + «)(X 2 -2i) 


_ Y _ . -2-Hi -3 + 31 3 + 91 

-A * + 5(X + i) 4(X + l + i) 20(X -1 -i) ’ 


Donnons pour finir une méthode de calcul pour décomposer une fraction rationnelle 
en éléments simples, lorsque le dénominateur est de ta (orme (X - v «< 

un polynôme non constant tel que V(a) * 0 et oit n est un entier «ptecur ou égal 
à 2. Pour cela, nous avons besoin d'énoncer un résultat sur les po> 

Proposition. Soient A, B des polynômes et soit ri un entier ® ^ 

racine de B, alors il existe un unique polynôme Q nul ou F* , 
fel que A — BQ est divisible par X n+1 - 

Démonstration abrégée. L'existence d'un tel ^ doux poty- 

rence sur l'entier n. Démontrons l'unicité. Sup ^^?^ r 
^émes Qj et Q 2 comme dans la proposition. Le po yM Tic ine de B, te 

B{Qï-Q { ) est alors divisible par A" - j e théorème de Ca uSS 

Polynômes X nfl et B sont premiers entre eux. # nu l ou c 

229 ). il s'ensuit que X n+1 divise Qj-Qi- 

dç gré inférieur ou égal à n, par suite Q 2 “ V» ' ' ^ 

Dans proposition, le polynôme Q s app^ e 
de A par B selon les puissances croiss^ifcs- 


„ „ de U div^ 


12J 
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Remarque utile . . , 

Notons T JA) le polynôme obtenu 5 partir de A en supprnnanHes termes de de gré 

strictement plus grand que n. Par exemple, Tj((X + 1) ) - GX 4- \X 4- 1. Alors l e 
quotient à l'ordre n de la division de A par B selon les puissances croissantes est égal 
au quotient à l'ordre n de la division de T n (A) par D scion les puissances croissantes. 


Voyons sur un exemple comment on pratique cette proposition pour décomposer en 
éléments simples une fraction rationnelle. 


X 4 q. l 

Exemple 5* Décomposons la fraction rationnelle ^ ^ - 1) 3 (X - 2) ^^ men,s 
simples sur R. Le numérateur et le dénominateur sont dos polynômes de même 
degré, unitaires et premiers entre eux. Voici donc le format de la décomposition en 
éléments simples sur R, où a,b,r, d, sont des nombres réels : 

A' 4 4- 1 _ i , a , b , c , d 

(X - l) 3 (X - 2) (A' - l) 3 (.Y - l) 2 A' - 1 X - 2 ’ 

Posons f/=À' 4 4-l et V = X - 2 et considérons les polynômes composés (voir page 222) 

A = C/o(X + l} = (X + l) 4 + l et B = V'o (X 4-1) = (X 4-1) - 2 = X-l. 


Notons Q le quotient à l'ordre 2 de la division de A par B selon les puissances 
croissantes : on a A - BQ - X*S, où 5 € R[X]. Dans le corps R(X), il vient 


A 

X 3 B 


1+^3 + 


b_ 

X 1 


X 


+ 


d 

X-l 


et 


A 

X*B 



Par unicité de la décomposition en éléments simples et d'après le format de la 
décomposition en éléments simples de ^ , il s'ensuit Q = a 4- bX 4- cX 2 . D'après 
la remarque, Q est le quotient à l'ordre 2 de la division de T 2 {A) par B selon les 
puissances croissantes. Or on a 


Tj(A) « T 2 { X 4 4- 4X 3 4- GA 2 4- 4A' 4- 2) » GX 2 4- 4X 4- 2. 

Pour calculer le polynôme Q, on commence par écrire les polynômes T 2 {A) et B 
dans 1 ordre croissant des puissances de X : on a 


T 2 (A) = 2 4- 4A' 4- GA” 2 et B = -1 4 - X . 


Pour diviser 2 4- 4X 4- G.Y 2 par 
trouve -2. On écrit alors 


-1 4- A, on commence par diviser 2 par -1 : on 


2 + 4-Y + GX S = —2( —I + X) + GX + GX 1 . 


anneaux et coups ou» , j 


W e 


0X + ( 


^, 12 X J - + X) + nx\ n 

f t (A) * <~ 2 - GX “ ,2Xl)B + Q = -2-ex. lw , 


lJP 




a*.- disposer les calculs que nous venons de (aire tu u 


2 + 4X + 6X J 

-1+A 

2-2X 

-2-6X-12X' 

GX + GX 1 
- GX - GX 1 


12X 1 

- 12X*-12X 1 

i 

12X 3 

1 


On en déduit 

X 4 + l 2 _ 6 12 , d 

(X - 1) 3 (X - 2) (X-l) 1 (X-l)’ X-l X-l 

Pour calculer d, on multiplie la fraction rationnelle par X - 2, puis oo pend la 
valeur en 2. On obtient d ~ = 17r d'où la décomposé 


X 4 4-1 _1_ 1 _§-1L- + -Ü-. 

(X — 1) 3 (X — 2) (X-l) 3 (X-l) 1 X-l .\-î 


\ 

i 

î 


i 

I 



l 

j 

| 


a 


r~ ni i— Exercices ^ 

I-Notons Z[t] l'ensemble des nombres complexes qui sécti 
a Ppartiennent à Z. 

°l Montrer que Z(t] est un sous-anneau de C. 

M Soit î e Z [,l. Montrer que : € Zfl et que |»l € ^ ^ in ,«âW« * 

4SoU * <= Z[t). Montrer que î appartient au g"»!* iB * ^ 

' anneau Z[i] s i et seulement si l'on a |i|’ = l - 
^ Ex pUciter les éléments du groupe (Z[il) ■ 
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2. Notons Z[\/2] l’ensemble des nombres réels de la forme fl + b\/2, où a,bçZ. Nous 
avons montré dans l'exemple page 2éé que Z[y/2\ est un sous-anneau de R. 

a] Montrer que 3 4- 2y/2 est un élément inversible de l'anneau Z[^/2] et calculer son 
inverse. 

b] Montrer qu'il existe une infinité d'éléments inversibles dans l'anneau Z[\/2]. 

3. Pour tout nombre premier p, notons Q(ï/p) l'ensemble des nombres réels qui 
s'écrivent a + ky/p r où a et b sont des nombres rationnels. 

a) Soit p un nombre premier. Montrer que Q( v /p) est un Q-espace vectoriel de 
dimension 2. 

b) Soit p un nombre premier. Montrer que Q(yp) est un sous-corps de R. 

c) Montrer que %/2 n'appartient pas à Q(\/3)- 
d} Montrer que l'on a Q(\/2) HQ(\/3) = Q. 

4. Posons a = v^5 et notons Q{or) l'ensemble des nombres réels qui s'écrivent 
a -f ba + coi 3 , où «, 6,c sont des nombres rationnels. 

a) Montrer que X 3 - 5 est un polynôme irréductible de Q(À r ]. 

b) Soit P un polynôme non nul de Q[X], de degré inférieur ou égal à 2. Montrer 
qu'il existe qu'il existe t/, V £ Q(Xj tels que {X 3 - 5 )U + PV = 1 et deg V ç 2. 
Calculer PfaJV'fn). 

c) Montrer que (l,a,a 2 ) est une base du Q-espace vectoriel Q(o). 

d) Montrer que Q(a) est un sous-corps de R. 

5. Décomposer la fraction rationnelle {x + i ^-\ X + 2) élémenb sim P ies SU2 *• 

6. a) Factoriser le polynôme X* +X 2 +1 en produit de polynômes irréductibles de R|X]. 

b) Décomposer en éléments simples sur R la fraction rationnelle _ £X- 

_ w X* + X 2 + l* 

7. Notons j une racine complexe du polynôme X 2 + X + 1. 

ol Montrer que (l,j) est une base de C sur R. Calculer les coordonnées de j 3 et 
de (j + l) 2 dans cette base. 

X* + l 


b) Décomposer la fraction rationnelle - __ 

sur R. ^ + 1 ) 2 ( J ^ 2 + X + 1) 


en éléments simples 


«. Ol Décomposer en éléments simples sur R la fraction rationnelle X * - \ . 

(X 2 + l ) 2 

W Décomposer en éléments simples sur C la fraction rationnelle # - 1 , . 

(X 2 + l ) 2 

m ANNEAUX ET CORPS - Chap. IJ 


,. 0 *°' 


[n poP er «** élémentS 5imRleS SUr R 13 rationnelle 


n un entier positif. Décomposer en éléments simples su, R „ ^ 
t_ . " itton «SMuelie 


J £+1 




le .,.ü une fraction rationnelle Fe R(X) telle que F 2 = (Jfl + ^ ? 

, Quelques réponses ou indication 


: est un élément inversible de l'anneau Z[i], alun p,, définie. „ ^ 
l d e - 1 . On a alors |a| |a'| = 1. Utiliser la question (b| pour conclure. ‘ 

On a ( Z I'D ” {1. 

ol Chercher des entiers a et 6 tels que (3 + 2>/2)(o + 6>/2) = 1, 
y l'ensemble des éléments inversibles d'un anneau est un groupe pour l'opération produit 
donc pour tout n £ Z, le nombre (3 -f 2\/2) n ‘ est un élément inversible de l'anneau Z[vÆj. 

3 elles règles de calcul dans R font de R un espace vectoriel sur Q, où la multiplication du 
scalaire AeQ par le vecteur x€R est simplement le produit des deux nombres réels A et/. 
Par définition, Q{y/p) est le sous-espace vectoriel de R engendré par 1 et y/p. Montrer que 
(1, v/?) *** une base Q**?*™ vectoriel «n utilisant un résultat de U page 200. 

c) Raisonner par l'absurde en supposant qu'il existe des nombres rationnels a. b tels que 
y/2 = Q + bV 3. Élever au carré chaque membre de cette égalité et en déduire une contradiction. 

d) Montrer que la dimension sur Q du sous-espace vectonel Q(\/2)nQ{\/3} de QiV^l «i 
égale II 1. 

4. b) Les polynômes X 3 - 5 et P sont premiers entre eux. D'après k théorème de Béroul il 
existe des polynômes t/o et lo tels que (X 3 - 5)l/« + FV'o = 1. Écrire tous les poij 
U,V solutions de l'équation {X 3 - 5 )U + PV * 1 en fonction de V h ü pour démontrer 
la première partie de la question, 
cl Comme dans l'exercice précédent, Q(o) est le sous-espace 
j engendré par !,«.«*. Utiliser «b» pour démontrer que ha,a 1 son. linéairement 

I d) Montrer tout d'abord que Q(o) est un sous-anneau de R- W lber ensu,W 

5 On a - 2 * 3 + 1 __ o _ 1 -- v 3 - — r: + Vy -T) ' 

(X + i)(X a - 3X + 2) 6(X + 1) 2(X-1) 

^ °10n a X 4 + X 2 + 1 = (X 2 + l) 2 - X 3 . ^teur de W»- 

^ Suiv re la méthode de l'exemple 3 du cours. P° ur ^ ra tionnelle pat + 
sil "ple de dénominateur X 2 + X+lé multiplier la ta > 

, Puis P^dre la valeur en j. 

* ^ i a division euclidienne de X 3 — 1 P®* ^ + 




7fl 
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9. Conduire tes calculs comme dans l'exemple 5. On trouve 
X 2 +t 2 6 11 


16 5 

T) 5 + X - l + {X - 2) a ‘ 


IG 

X~^2‘ 


{X - - 2) J (X -1)* (X- D 3 (X- 

10. Pratiquer la division selon les puissances croissantes comme dans l exemple 5. On obtient 


.v \x + i 


x(x+"Tr “ X -\x + i '(X + i) 2 

11. Raisonner comme dans l'application page 200. 


' (X + l)", 


Quelques repères histori ques 


voici quelques jalons permettant de situer, dans l'histoire H 
principaux résultats du programme d’algèbre de premi Z.T?*****+ '« 
grands mathématiciens que nous allons dter, nous ne rI ,, m 06 l ’ œuv 'e des 
concernent directement ces résultats. OT& < l üe te travaux qui 

l'arithmétique. Dans les treize livres qui constituent les ÉKW,, a 
ticien grec EuCLIDE, écrits au troisième siècle avant notre è 
exposées, de manière très rigoureuse, les propriétés arithmétkl ÜT'"' *** 
nombres entiers positifs r divisibilité, pnoportionnal.té, nomb^ Drvm * s 

existence et algorithme de calcul du plus grand commun 
nombre premier et démonstration qu’il existe une infinité de nombre 
Citons par exemple la première proposition du livre VH qui décrit la mXH 
ofiliser pour d.re s. deux entiers positifs sont premiers entre eu, |d«, le JZu 
qu'on appelle maintenant algorithme d'Euclide) : V 

Deux nombres inégaux étant proposés, le plus pc * 
façon continue retranché du plus grand, s, le reste ne mesun 
celui qui est avant lui que lorsqu'on a pris l'unité, les nombres 
proposés sont premiers entre eux. 


I 


27* ANNEAUX ET CORPS Chap, lî 


Au xvu e siècle, l'arithmétique connaît un nouvel essor avec Pierre de Fermât 
( 1601- 16G5). Celui-ci énonce que si p est un nombre premier et si a est un entier 
positif premier à p, alors l'entier a p “ l -1 est multiple de p; ce résultat, appelé 
« petit théorème de Fermât », ne sera démontré qu'en 1760 par Leonhard Euler 
(* 707-1783), sous une forme plus générale. Fermât étudie aussi la célèbre équation 
1 + y n = z n , où les inconnues x, y et z sont des nombres rationnels positifs ; il 
a ffirme que cette équation n'a pas de solution si l'entier n est supérieur ou égal 
^ 3 et donne une ingénieuse démonstration pour l'équation r 4 + ÿ 1 - **• Le 035 
n " 3 sera essentiellement traité par Euler et Gauss. L'affirmation de Fermât, appelée 
* grand théorème de Fermât », est devenue par la suite de plus en plus crédible; elle 
3 mobilis * les efforts de nombreux mathématiciens et a été un émulant pour des 
ai *cées considérables dans plusieurs domaines des mathématiques, ce nest q 
y que le mathématicien ang|ais Andrew V'ilES a pu démontrer un résultat^ 

cudu dont on savait déjà qu’il impliquait le • grand théorème e 

CVELQVESHÎètW.si.lSTOmQm « 
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En iKii l, le mathématicien allemand Karl-F mw>HU II Gauss ( 1777 - 1855 ) p u btj e 
à 24 ans s<*s pisquisitiones arithmeticx. un ouvrage qui fait de l'arithmétique une 
théorie h part entière. Dans les trois premières sections du traité, qui en compte 
sept, GAUSS définit la notion de congruence, en propose la notation a 12 b ( ri ) et 
en fixe les règles de calcul. Il étudie ensuite l'équation ux + b 2 r ( 71 ) et utilise les 
congruences pour démontrer le petit théorème de Fermât. 

Les nombres complexes. Dès que les mathématiciens ont voulu résoudre des 
équations polynomiales de degré au moins égal à 2 , il devint nécessaire de coasi- 
dérer des racines carrées de nombres négatifs, l eur emploi soulève alors bien des 
réticences, parfois teintées de mysticisme. Ainsi GlIlul.AMO CAIUMNO ( 1501 - 1575 ) 
célèbre pour sa résolution des équations de degré d, qualifie de «sophistiquées* 
les quantités 5 ï v/-Tî) qu’il obtient en cherchant deux nombres x et y dont la 
somme est 10 et le produit 40. Si ItAPHAKL BOMBKLU (vers 152 G- 1573 ) et Gott* 
khikh Wilhelm Llium/ ( 1 17 cG) précisent les règles de calcul sur les nombres 

complexes (appelés nombres imaginaires) et perçoivent l’opération de conjugaison, 
c'est Caspar YVkssel ( 1745 - 1818 ) et Robert âhoand ( 17 G 8 - 1822 ) qui donnent 
aux nombres complexes leur représentation géométrique comme des points du plan. 
Il revient 5 Gai ss le mérite, non seulement de formuler clairement ce résultat et 
d'adopter la notation « + bi (où r = - 1 ), mais aussi de découvrir de nombreuses 
applications des nombres complexes à l'arithmétique, l'analyse et ta géométrie. Voici 
un extrait d'une lettre que Gauss écrit en 1811 : 

De mente qu'on peut se représenter le domaine entier de toutes les 
quantités réelles au moyen d'une ligne droite indéfinie, de même 
on peut se figurer le domaine entier de toutes les quantités, les 
quantités réelles et imaginaires au moyen d'un plan indéfini où tout 
/vint, déterminé par son abscisse a et son ordonnée b, représente 
pour ainsi dire la quantité a + fri. 

Les polynômes. Dans l'œuvre du mathématicien grec Diophante (peut-être UI* 
siècle), on trouve un système assez complet d'abréviations pour décrire les opé- 
rahons (addition, soustraction, multiplication et élévation à une puissance entière) 
non seulement sur les nombres mais aussi sur des quantités numériques inconnues. 
DIOPHANTE sait résoudre diverses équations particulières du premier et du second 
egré, mais les symboles qui! introduit par commodité ne font cependant pas 
eux-même l'objet d'opérations algébriques formelles. 

L'aube du calcul algébrique se lève avec l'essor des mathématiques arabes, à partir 
du VII siècle. Le mot algèbre vient d'ailleurs de l'arabe al-jabr : ce terme désignait à 
p«j près 1 opération qui en langage moderne, consiste dans une égalité, à faire passer 
un terme d'un membre à l'autre en changeant son signe. Dans le livre de MuitAM- 
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Î 


ü détaillé des équations du second degré, bien que les Kfn|lrJ 

r ces équations soient celles qui sont positives et de r,,/< nx(mnu 

?s supplémentaire est franchi avec A.,KAtUr ;I , fin du x / 

L initie le ealcul sur les puissances entières positive, ou négatives de r 
& - ^ d ‘~ * nombreuses “ 

début du XII' Mtele, Al-Samaw al est en possession du calcul algébrique gérsh 
5tir le, expressions polynomiales, y compris la division euclidienne 


Par la suite, de nombreux mathématiciens s'efforceront de trouver des expressions pour 
les racines d'équations algébnques, souvent au moyen de méthodes très astucieuses 
Peu, A peu S'établit la conviction qu'une équation polynomiale de degré „ > | 
toujours exactement n racines, éventuellement complexes, A condition de compter cha- 
cune d'elles avec son ordre de multiplidlé. Pour comprendre l'importance théorique 
de cette affirmation, qu'on appelle maintenant le théorème fondamental de l'algèbre, il 
faut savoir que les tentatives de calcul des racines en utilisant des radicaux se soldent 
par des échecs, sauf dans le cas des équations de degré inférieur ou égal à 4 ou d'équa¬ 
tions bien particulières. C'est GAUSS qui trouve la première démonstration de ce théo¬ 
rème en 1790 . Il publiera ensuite trois autres démonstrations, la dernière étant relative 
à des polynômes dont les coefficients sont des nombres complexes. Depuis le profond 
travail d'Év'ARiSTE Galois ( 1811 - 1832 ), on sait qu'il n'est en général pas possible 
d’exprimer par des radicaux les racines d'un polynôme de degré au moins égal à 5 . 


L'algèbre linéaire. Bien que l'on trouve trace dans un ancien traité chinois d’une 
technique pour résoudre certains systèmes de trois équations linéaires à trois inconnues, 
la théorie des équations linéaires est relativement récente : elle ne s'établit en effet qu'au 
xvnr siècle avec le calcul des déterminants et les formules de résolution de Gabriel 
Cramer ( 1704 - 1752 ). Peu après apparaît la possibilité de calculer un déterminant en 
le développant selon une ligne ou une colonne et Gauss, qui adopte la disposition en 
tableau, donne la règle pour multiplier deux déterminants. La notion de matrice, dès 
tors présente en filigrane, est mise en évidence par Joseph SlLVESTER ( 1814 - 1887 ) 

1 et Arthur Cayley (1821-1895) comme un outil de calcul très commode et Caylky 

| établit les règles d'addition, de produit et de calcul de l'inverse d'une matrice. 

« C'est CÜNTIIER GRASSMANN (1809-1877) qui dégage la notion de vecteur à n 

2 coordonnées, précise les règles de calcul dans un espace vectoriel et introduit les 
■ notions de sous-espace vectoriel, de base et de dimension. 

} Les structures algébriques. La notion de structure algébrique, cest-à-dire la 

| mise cn évidence et la formalisation de règles de calcul communes à drverses situa- 

I ,ions mathématiques apparemment étrangères les unes aux autres, napperait pas 

j av ant le XIX e siècle. 
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En ce qui concerne la notion de groupe, t'est dans le cadre de son œuvre fondamen¬ 
tale sur la résolubilité par radicaux des équations algébriques, qu'ÉVARlSTE Galojs 
introduit le concept de groupe de permutation et surtout de sous-groupe du groupe 
symétrique. La définition abstraite d'un groupe (fini) est formulée en 1854 par 
CAYLEY qui perçoit dans cette structure la possibilité d'unifier de nombreux types 
de calcul : permutations, racines de l'unité, transformations géométriques et matrices 
inversibles, pour s'en tenir aux exemples les plus élémentaires, La définition d'un 
sous-groupe, d'un homomorphisme et bien d'autres notions générales sont bientôt 
introduites et étudiées en détail, notamment par CAMILLE Joiidan ( 1838 - 1922 ). 

Dans la seconde moitié du XIX* siècle, les recherches en algèbre s'orientent pro¬ 
gressivement vers l'étude des structures : celle d'anneau, avec Ernst KummeR et 
Richard Dedekind qui généralisent les travaux arithmétiques de Gauss, et celle 
de corps avec la construction par LEOPOLD KrONECKER de nouveaux corps de 
nombres (un corps de nombres est un sous-corps de C qui est de dimension finie 
en tant que Q-espace vectoriel). 

Au XX° siècle, la notion de groupe sera reconnue comme fondamentale dans tous 
les domaines des mathématiques, y compris en analyse et en géométrie. Plus géné¬ 
ralement, les structures algébriques seront non seulement étudiées pour elles-mêmes, 
mais aussi largement utilisées dans toutes les branches des mathématiques. 
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diagonale. 50 
élémentaire, 58 
en échelons, 62 
inversible, 56, 75 
transposée, 57 
triangulaire, 50 

matrice d'une application linéaire, 141 
matrice de passage, 144 
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méthode de Gauss, 72-74, 125 
module d’un nombre complexe, 37 
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carrées d'un nombre complexe, 39 
n-ièmes de l'unité, 43 
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reste, 191, 224 
réunion, 17 


Moivre (formule de), 41 

scalaire, 99 

. j 

multiple, 189, 222 

segment, 168 ^ 

somme de sous-espaces vectoriels, 105 

i * : 

nombre complexe, 33 

sous-anneau, 266 

: ’ " * 

nombre premier, 198 

sous-côrps, 266 
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translation, 180 
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